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摘　要

本文在计算机试验的基础上, 提出了最小相关准则和最小距离离差准则, 并将

信息论中的 H amm ing 距离和L ee 距离引入到计算机试验中, 证明了均匀设计在

H amm ing 距离下的最优性和部分好格子点均匀设计在L ee 距离下的最优性. 基于

偏差的考虑, 给出了一类新的好格子点均匀设计和一个学习算法, 利用这个学习算

法, 给出了基于L ee 距离的最小距离离差准则的均匀设计表的构造方法. 通过与已

有的好格子点均匀设计和循环拉丁方均匀设计作比较, 证明了文中的均匀设计在

距离和偏差意义下有更好的均匀性.

关键词　均匀设计, 偏差, 计算机试验, D 2最优准则, 最小相关准则, 最小距离

离差准则, H amm ing 距离,L ee 距离.
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§1　引　　言

均匀设计是由方开泰和王元于1978年提出的, 基本方法是近似分析中的数论方法, 以偏

差为均匀性准则[ 1, 2 ]. 均匀设计所用的统计模型是回归分析, 一般采用二阶模型. 文献[ 3 ]给

出了均匀设计的一个综合报告.

近年来, 国外对计算机试验有许多的讨论[ 4, 5 ] , 计算机试验中常用的设计是L atin H y2
percube D esign (L HD ) , 而L HD 实质上是一种均匀设计. 文献[ 6 ]给出了计算机试验的一个

综合报告.
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本文首先讨论了计算机试验模型和最优准则. 在D 2准则的基础上, 提出了最小相关准

则和最小距离离差准则, 并给出了判别最优设计的一个引理. 通过将信息论中的 H amm ing

距离和L ee 距离引入到计算机试验中, 证明了均匀设计在 H amm ing 距离下的最优性和部

分好格子点均匀设计在L ee 距离下的最优性. 出于偏差的考虑, 我们给出了一类新的好格子

点均匀设计和一个学习算法. 利用这个学习算法, 给出了基于L ee 距离的最小距离离差准则

的均匀设计表的构造方法. 通过与已有的好格子点均匀设计和循环拉丁方均匀设计作比较,

证明了我们的均匀设计在距离和偏差意义下有更好的均匀性. 最后, 我们给出了对均匀设计

的一些看法.

§2　计算机试验模型和最优准则

设 T 是 d 维空间中的一个点集, T 可看作整个试验区域, 称 S 是试验次数为 n 的一个

设计, 如果 S 是 T 中含有 n 个点的子集, 记为 S = {s1, s2,. . . , sn}.

设 Y 是定义在 T 上的一个平稳 Gau ss 过程, 具有均值0, 协方差

Cov (Y ( t) , Y (u ) ) = Ρ2 õ R ( t, u ) , 　t, u ∈ T , (1)

其中 Ρ2是方差, R ( t, u )是点 t 和点 u 的相关系数. 令设计 S 的相关矩阵为

R s = (R (si, sj ) ). (2)

我们只讨论非退化情形, 即设R s 是正定矩阵.

1沈世镒, 徐洪泉 (1996). 从信息论看试验设计.

定义1　D 2最优准则[ 7 ] (又称为熵准则[ 8 ]或信息准则1)定义为

m ax
S

ûR S û = m ax
S

ûR (si, sj ) û. (3)

　　按主对角线将行列式展开, 在 R (si, sj )→0 ( i≠j )时得到

ûR (si, sj ) û≈ 1 - 6
i< j

R 2 (si, sj ). (4)

于是, 我们得到作为近似D 2最优的最小相关准则. 其直观意义是, 使设计点之间的平均相关

性最小.

定义2　最小相关准则 (称为C2准则)定义为

m in
S 6

i≠j

R 2 (si, sj ). (5)

　　设 d 是 T ×T 上的一个广义距离[ 7 ]. 当试验者对相关函数R 无任何先验知识时, 一般取

R 为距离的非负单减函数, 即取

R ( t, u ) = R (d ( t, u ) ) ≥ 0, (6)

且R = R (d )是距离 d 的单减函数.

定义3　设 S 是一个设计, 令

B u = B u (S ) = # { (s, s′) : d (s, s′) = u , s ≠ s′, s, s′∈ S }, u = 0, 1,. . . (7)

称{B u÷u= 0, 1,. . . }为 S 的距离分布. 称设计 S 1比设计 S 2有较小的距离离差 (d istance aber2
ra t ion) , 如果存在 r, 使

B v (S 1) = B v (S 2) , 0 ≤ v < r; 且B r (S 1) < B r (S 2). (8)
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称设计 S 具有最小距离离差 (M in im um D istance A berra t ion,M DA ) , 如果不存在比 S 有更

小距离离差的设计.

上述最小距离离差是m ax im in 距离设计[ 8 ]与m in im um aberra t ion [ 9 ]概念的推广. 在 R

(d )单减的假设下, 一般可以认为M DA 设计有较小的相关性. 我们有以下的引理2.

2沈世镒, 徐洪泉 (1996). 从信息论看试验设计.

引理1　设 R (d )≥0是距离 d 的单减凸函数, S 0是 n 个点的设计, 满足

( i) S 0的平均距离是所有 n 个点的设计中最大的;

( ii) S 0是等距的 (任何两点间的距离都相同).

则 S 0是D 2最优的, 也是C2最优的.

至此, 我们对计算机试验进行了一般性的讨论. 在以下部分, 我们利用信息论中的

H amm ing 距离和L ee 距离对均匀设计作一些探讨.

§3　均匀设计的优良性

设 S = {s1, s2,. . . , sn}是 d 维空间中的一个设计. 为了方便, 将 S 写成 n×d 的矩阵

S =

s1

s2

�
sn

, 　si = (si1, si2,. . . , sid ) , 　i = 1, 2,. . . , n. (9)

如果 sij 只在{1, 2,. . . , n }中取值, 则称 S 是一个 n 水平、d 因素、n 次试验的设计, 记为

S n (n
d ).

称设计 S 是均匀设计, 如果矩阵 S 的每一列是1, 2, ⋯, n 的一个排列[ 10 ].

定义4　点 si, sj 之间的H amm ing 距离和L ee 距离分别定义为

d H (si, sj ) = 6
d

k= 1
w H (sik - sj k ) , (10)

dL (si, sj ) = 6
d

k= 1
w L (sik - sjk ) , (11)

其中,

w H (x ) =
0, 　如果 x = 0,

1, 　如果 x ≠ 0,
(12)

w L (x ) =
ûx û , 　如果 ûx û ≤ nö2,

n - ûx û ,　如果 nö2 < ûx û ≤ n ,
(13)

分别为H amm ing 重量和L ee 重量.

在通信理论中, H amm ing 距离适合于正交调制 (o rthogonal m odu la t ion) , 而L ee 距离

适合于相位调制 (phase m odu la t ion) [ 11 ]. H amm ing 距离可用于正交设计的讨论. L ee 距离可

看作是环面上的距离. 方开泰和王元提出的均匀设计是以数论方法为基础的. 在此我们用

L ee 距离来讨论均匀设计是适宜的. 例如, 华罗庚和王元 (1978) [ 12 ]提到, 将单位立方体看成
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环面更合适 (p. 115) , 对于非周期函数, 进行周期化可以提高计算精度 (p. 185). 又如, 张润

楚和王兆军 (1996) [ 13 ]提出的均匀设计抽样实际上也将单位立方体看成了环面.

利用信息论中的结果[ 11 ] , 我们得到:

引理2　在H amm ing 距离和L ee 距离下, 均匀设计的平均距离是最大的.

显然, 均匀设计在H amm ing 距离下是等距的, 由引理1和引理2得:

定理1　设 R (d ) = R (d H ) ≥0是 H amm ing 距离 d H 的单减凸函数, 则均匀设计是D 2最
优和C2最优的.

定理1证明了均匀设计在 H amm ing 距离下是一致最优的. 利用 H amm ing 距离无法区

分均匀设计, 以下考虑L ee 距离.

设 p 是奇素数, 由生成向量±1, ±2,. . . , ±p - 1
2

(m od p ) 可得到好格子点均匀设计

U G p p
p - 1

2 [ 定义见下一节 ], 由生成向量 1, 2,. . . , p - 1 可得到好格子点均匀设计

U G p (p
p - 1). 易证上述两种均匀设计在L ee 距离下是等距的, 由引理1和引理2得:

定理2　设 R (d ) = R (dL ) ≥0是L ee 距离 dL 的单减凸函数, 则上述两种好格子点均匀

设计是D 2最优和C2最优的.

§4　均匀设计的构造

411　一类新的好格子点均匀设计表

文献 [ 14 ]给出了四种均匀设计表的构造方法, 我们主要采用好格子点均匀设计

(UD GL P).

设 h 1, h 2, ⋯, hm 是所有比 n 小, 且与 n 互素的自然数 (其中m = Υ(n)是 n 的 Eu ler 数). n

×m 矩阵U n,m = (u ij )定义为

u ij ≡ iõ h j　 (m odn) , i = 1, 2,. . . , n; j = 1, 2,. . . ,m ; (14)

其中的 u ij在1, 2,. . . , n 中取值. 对于给定的 d , 从U n,m 表中挑选 d 列, 偏差最小的设计记为

U G n (n
d ). 注意到上述定义的矩阵U n,m 的最后一行的元素都是 n , 去掉最后一行, 得到 (n - 1)

×m 矩阵U
3
n- 1, m. 对于给定的 d , 从U

3
n- 1, m 表中挑选 d 列, 偏差最小的设计记为U G

3
(n- 1) ( (n-

1) d ) , 称为星型UD GL P [ 14 ].

注意到偏差是依赖于原点的, 为此, 我们提出一类新的UD GL P. 我们将矩阵U
0
n,m =

(u ij )定义为

u ij ≡ iõ h j + 1 (mod n) , 　i = 1, 2,. . . , n; j = 1, 2,. . . ,m ; (15)

其中的 u ij在1, 2,. . . , n 中取值. 对于给定的 d , 从U
0
n,m 表中挑选 d 列, 偏差最小的设计记为

U G
0
n (n

d ). 我们称之为零型UD GL P.

我们对上述基于偏差的三类UD GL P 作了比较, 得到结论: U G
0
n (n

d ) 一般比U G n (n
d ) 有

更小的偏差, 而U G
0
n (n

d )与U G
3
n (n

d )之间没有一般的优劣关系. 例如, 图1给出了当5≤n≤31

且 d = 4时U G n (n
d ) 与U G

0
n (n

d ) 偏差的比较, 其中UD GL P、UD GL P0分别表示U G n (n
d ) 和

U G
0
n (n

d )设计 (注: 偏差为010表示相应的设计不存在, 以下同). 所以, 我们主要采用U G
0
n (n

d )

和U G
3
n (n

d ).

071 高 校 应 用 数 学 学 报 第13卷A 辑

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



图1　UGn (n4)与UG0
n (n4)偏差的比较

412　一个学习算法

为了得到偏差较小的均匀设计, 我们采用了一个学习算法 (称为学习算法B ). 其基本方

法是通过对某些列作平移. 学习算法B 可概述为以下几步:

11对给定的均匀设计U 0= U n (n
d ) , 计算其偏差, 记为 d 0.

21根据某一规则A , 得到对每一列可能作的平移, 记为 a= (a1, a2,. . . , ad ) , 其中 a i= 1,

0, - 1.

31选定某一满足 a i≠0的列 i, 将 a i 加到这一列的所有数上 (m od n ) , 得到一个新的设

计, 记为U i, 并计算其偏差, 记为 d i.

41如果 d i< d 0, 则用U i 代替U 0, d i 代替 d 0, 回到步骤11否则, 选择下一个满足 a i≠0的

i, 回到步骤31在没有可选的 i 时, 停止学习, 并输出结果.

学习算法B 的效果, 可参见后面的图2和图3. 步骤2中的规则A 可参见我们的程序.

413　基于最小距离离差准则的均匀设计表的构造

这里, 我们给出基于L ee 距离的M DA 的均匀设计表的构造方法 (称为L ee2M DA 构造

法). 设U n,m 是任一均匀设计表, 对给定的 d ,

11在L ee 距离下, 从所有
m

d
个设计中选择具有M DA 的设计, 记为UA n (n

d ).

21对于UA n (n
d ) , 采用学习算法B , 得到UB n (n

d ).

利用上述L ee2M DA 构造法, 我们给出了5≤n≤31, 2≤d≤6时的两类好格子点 (零型和

星型)均匀设计表 (为了区别, 称为基于L ee2M DA 的UD GL P). 我们的程序和均匀设计表可

以通过 Em ail: shen sy @SUN. nankai. edu. cn 得到.

414　均匀设计表的比较

我们对5≤n≤31, 2≤d≤4时基于偏差和L ee2M DA 构造法的零型和星型好格子点均匀

设计的偏差作了比较. 结论是, d = 2时, 两种方法是相当的. d = 3, 4时, 由L ee2M DA 构造法

得到的UD GL P 比基于偏差的UD GL P 有更小的偏差, 而与经过学习的UD GL P 相当. 例

如, 图2、图3分别给出了 d = 3, 4时零型UD GL P 偏差的比较. 其中, UD GL P0是偏差最小的

零型UD GL P, 而UD GL P0B 是对UD GL P0采用学习算法B 得到的. UL GL P0 B 是由L ee2
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M DA 构造法得到的零型UD GL P. 对于星型UD GL P, 也有类似的图形.

图2　零型好格子点均匀设计偏差的比较

图3　零型好格子点均匀设计偏差的比较

3文献[10 ]表18中的偏差是错误的——作者注.

　　当 d = 2, 3, 4时, 我们与文献[14 ]中的循环拉丁方均匀设计 (UDCL S)也作了比较3, 结果

是类似的. 需要指出的是, UDCL S 的偏差并不比零型和星型UD GL P 中的较小偏差更小.

另外, 在M DA 准则下, UDCL S 是不可取的, 因为它们的距离较小.

当 d = 5, 6时, 我们与文献[ 10 ]中的表18作了比较[ 3 ]. 结论是, 我们的均匀设计表有较小

的偏差. 例如, n= 26, d = 5时, 我们给出的四个设计的偏差分别为012146, 011833, 012486,

012238, 都小于表18[ 10 ]中设计的偏差012564. 再如, n= 26, d = 6时, 我们给出的四个设计的

偏差分别为012391, 012340, 012547, 012155, 都小于表18 [ 10 ]中设计的偏差013024.

§5　对均匀设计的几点看法

11文献[15 ]就一阶线性模型讨论了D 2准则和A 2准则下的均匀设计. 我们认为, 就一阶

271 高 校 应 用 数 学 学 报 第13卷A 辑

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



线性模型讨论均匀设计是没有意义的, 因为对于一阶线性模型, 最优设计是二水平的, 而不

是均匀设计.

21正交设计是基于方差分析模型的, 均匀设计比正交设计复杂, 采用计算机试验模型是

适宜的. 例如, 引理2证明了均匀设计在H amm ing 距离和L ee 距离下的平均距离是最大的,

而定理1证明了均匀设计在H amm ing 距离下是一致最优的. 关于计算机试验的一般模型和

数据分析, 可参考有关文献.

31以偏差为准则的均匀设计的理论依据是近似分析中的数论方法[ 1, 2 ]. 在近似分析中主

要讨论大样本性质 (n→∞) , 而均匀设计考虑的是小样本, 两者是有本质区别的. 偏差是依赖

于原点的, 它没有平移性. 例如, 我们通过对U G n (n
d ) 的平移得到的U G

0
n (n

d ) 有较小的偏差.

再如, 我们可以找出一些偏差最小的均匀设计, 但在直观和距离上, 它们并不均匀. 因此, 在

构造均匀设计时, 考虑距离准则是必要的. 基于前面的讨论, 我们推荐L ee 距离和最小距离

离差准则.

41偏差计算公式是由文献[ 16, 17 ]给出的, 其计算复杂度是O (n
d ) , 只适合于 n 和 d 较

小的情形. 我们提出的基于距离离差准则和学习算法的构造法, 在时间上也有明显的优势.

例如, 我们花了 526秒, 得到 U G
0
31 ( 314 ) , 偏差为 011305. 而我们得到偏差为 011289的

UB
0
31 (314) 只花了5秒. 以上时间是在我们的奔腾机 (主频120M ) 上得到的. 如果只采用距离

准则, 学习算法和偏差计算是没有必要的.

(本文作者通讯地址: 天津市南开大学数学系　邮码　300071)
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TH E U N IFO RM D ES IGN BA SED ON

COM PU T ER EXPER IM EN T S

Xu Hongquan　Shen Sh iyi

(D ep t. of M ath. ,N anka i U n iversity , T ianj in 300071)

Abstract

Based on com pu ter experim en ts. the concep ts of m in im um co rrela t ion and m in im um

distance aberra t ion (M DA ) are p ropo sed. By app lying the H amm ing distance and L ee dis2
tance of info rm at ion theo ry, it is show n tha t un ifo rm design s are op t im al w ith H amm ing

distance and som e un ifo rm design s based on good la t t ice po in t sets (UD GL P) are op t im al

w ith L ee distance. A new class of UD GL P and a learn ing a lgo rithm are suggested fo r d is2
crepancy. W ith th is a lgo rithm , a con struct ion m ethod fo r un ifo rm design s is g iven based on

the M DA criterion of L ee distance. Com pared w ith o ther UD GL P and UDCL S, the new u2
n ifo rm design s have bet ter un ifo rm ality under d istance and discrepancy.

Key W ords　Com pu ter Experim en ts, D iscrepancy, D 2op t im um , H amm ing D istance,

L ee D istance,M in im um Co rrela t ion,M in im um D istance A berra t ion,U n ifo rm D esign.

Subject Cla ssif ica tion　 (CL )O 212. 6; (1991M R) 62K05, 62K99.
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