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序言

科学（例如物理，化学和生物学）和工程（例如视觉，图形和机器人）中研究的现实世界系统涉及

大量组件之间的复杂交互。对这种系统的表示是高维空间中定义在图上的概率模型，这种模型的解析

解通常是难以获得的。因此，蒙特卡罗方法已经作为通用工具，用在了科学和工程的模拟，估计，推

理和学习中。毫无疑问，Metropolis算法是 20世纪科学实践中最被经常使用的十大算法之一（Dongarra

和 Sullivan，2000）。随着计算能力的不断增长，研究人员正在处理更加复杂的问题并采用更加先进的

模型。在 21世纪科学和工程的发展中，蒙特卡罗方法将继续发挥重要的作用。Hamiltonian蒙特卡洛和

Langevin蒙特卡洛在近期发展深度学习中随机梯度下降法中的应用是这个趋势的另外一个例子。

在历史上，一些领域为蒙特卡罗方法的发展做出了贡献。

• 物理和化学: 早期的Metropolis算法（Metropolis，Rosenbluth，Rosenbluth，Teller和 Teller，1953），

模拟退火（Kirkpatrick，Gelatt和 Vecchi，1983），聚类采样（Swendsen和Wang，1987; Edwards和

Sokal，1988），以及近期用于可视化旋转玻璃模型景观的断开图的工作（Becker和 Karpus，1997）。

• 概率学和统计学: 随机梯度（Robin 和 Monro，1951；Younes 1988），Hastings 动力学（Hastings，

1970），数据增强（Tanner和Wong，1987），可逆跳跃（Green，1995），用于研究生物信息学的动

态加权（Wong和 Liang，1997），以及限制马尔可夫链蒙特卡罗收敛的数值分析（Diaconis 1988；

Diaconis和 Stroock，1991；Liu，1991）。

• 理论计算机科学: 聚类采样的收敛率（Jerrum和 Sinclair，1989；Cooper和 Frieze，1999）。

• 计算机视觉和模式理论: 用于图像处理的 Gibbs 采样器（Geman 和 Geman，1984），用于分割的

Jump-diffusion（Miller和 Grenander，1994），用于目标跟踪的 condensation或粒子滤波算法（Isard

和 Blake，1996），以及近期用于图像分割和解析的数据驱动的马尔可夫链蒙特卡罗（Tu和 Zhu，

2002）和广义 Swendsen-Wang剪切（Barbu和 Zhu，2005）。

考虑到这些多样化的领域使用不同的方法语言，跨学科交流一直很稀少。这给想要使用蒙特卡罗

方法的计算机科学与工程领域的从业者带来了一个巨大的挑战。

一方面，有效的蒙特卡罗算法必须探索问题领域的基础结构，因此它们是针对特定领域或问题而很

难被领域外的人理解的。例如，物理学中的许多重要著作，如（Swendsen和Wang，1987），只有 2-3页

长，并且不包含背景或介绍，这使它们对计算机科学家和工程师显得十分神秘。

另一方面，统计学家发明的一般或领域无关的蒙特卡罗算法被很好地解释，但是当工程师以不依赖

于底层模型和表示结构的通用方式来实现它们时，经常发现它们不是很有效。因此，科学家和研究生普
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遍有一种误解，认为这些方法太慢并且通常效果不好。这对蒙特卡罗方法不公平，同时对初出茅庐的学

生来说也是不幸的。

本书是建立在作者过去 10年为加州大学洛杉矶分校（UCLA）统计系和计算机科学系学生授课的

材料和草稿基础上，为统计学、计算机科学和工程领域的研究人员和研究生编著的。它涵盖了蒙特卡罗

计算中广泛的主题，包括在上述四个领域发展的理论基础和直观思想，同时省略了在实践中较少使用或

不起作用的小技巧。它使用计算机视觉、图形学和机器学习中的经典问题阐述了蒙特卡罗设计的艺术，

因此可以被计算机视觉与模式识别、机器学习、图形学、机器人学和人工智能领域的研究人员用作参考

书。

作者要感谢 UCLA许多在读和已毕业的博士研究生，他们为本书做出了贡献。Mitchell Hill以他的

学位论文工作为基础，为第 9章、第 10章和第 11章做出了贡献，这些工作丰富了本书的内容。Zachary

Stokes润色了手稿中的许多细节。Maria Pavlovskaia、Kewei Tu、Zhuowen Tu、Jacob Porway、Tianfu Wu、

Craig Yu、Ruiqi Gao和 Erik Nijkamp贡献了作为例子的材料和图形。作者 UCLA的两位同事 Ying Nian

Wu教授和 Qing Zhou教授为本书的改进提供了非常宝贵的建议。

作者还要感谢 DARPA、ONR MURI基金和 NSF在完成本书过程中的支持。

佛罗里达塔拉哈西,加利福尼亚洛杉矶 艾俊 .巴布

2018年 9月 朱松纯
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第 1章 蒙特卡罗方法简介

摩纳哥的蒙特卡洛赌场

“生活并不总是一个只有好牌的事情，有时候要把烂牌打好。”-杰克伦敦

引言

蒙特卡罗方法是以摩纳哥的一个赌场命名的，它使用简单的随机事件模拟复杂的概率事件，例如抛

掷一对骰子来模拟赌场的整体商业模型。在蒙特卡罗计算中，一个伪随机数生成器被不断调用并返回

区间 [0,1]中的实数，该结果用于生成一个样本分布，其是所研究的目标概率分布的无偏表达。本章介

绍蒙特卡罗的重要概念，包括两个主要类别（顺序和马尔可夫链）和五个目标（模拟，估计，优化，学

习和可视化）。本章还给出了每个任务的例子，并且研究了近似计数、射线追踪和粒子滤波等应用。

1.1 动机和目标

一般来说，蒙特卡罗方法分为两类：

1



• 顺序蒙特卡罗：它通过顺序采样和重要性重新加权来保留和传播一组样本，通常在低维状态空间

中。

• 马尔可夫链蒙特卡罗：它通过模拟马尔可夫链探索具有固定概率的状态空间，该固定概率被设计

为收敛到一个给定的目标概率。

在工程应用中，例如计算机视觉、图形学和机器学习，目标函数是定义在图表达上的。研究人员在

以下三种类型的建模和计算范式之间进行选择，权衡模型的精确度和计算的复杂性。

• 具有精确计算的近似模型：该类模型通过拆解循环连接或移除某些能量项来简化表达。一旦底层

图成为树或链，动态规划等算法就可用于找到近似问题的精确解。这一类中还包括寻找能量凸近

似且使用凸优化算法来搜索全局能量最优的问题。这样的例子包括 L1-惩罚回归（lasso）[7]和分

类，这里非零模型权重数量的非凸 L0 惩罚被替换为凸 L1 惩罚。

• 具有局部计算的精确模型：该类模型保留原始表达和目标函数，但使用如梯度下降等近似算法先

找到一个局部解决方案，然后依赖启发式搜索来指导初始状态。

• 具有渐近全局计算的精确模型：该类包含蒙特卡罗方法，它随时间模拟足够大的样本，并大概率

收敛到全局最优解。

蒙特卡罗方法已经用于许多不同的任务中，我们将在下一节中以例子详细说明。

1. 模拟一个系统及其概率分布 π(x)
x∼ π(x); (1.1)

2. 通过蒙特卡洛积分估算一个量

c = Eπ( f (x)] =
∫

π(x) f (x)dx; (1.2)

3. 优化目标函数以找到其模式（最大量或最小量）

x∗ = argmaxπ(x); (1.3)

4. 从训练集中学习参数以优化一些损失函数，例如一组样本 {xi, i = 1,2, ...,M}的最大似然估计

Θ∗ = argmax
M

∑
i=1

log p(xi;Θ); (1.4)

5. 可视化目标函数的能量景观，从而量化上述任务之一的难度和各种算法的效率。例如，生物学家

对蛋白质折叠的能量景观感兴趣。不同的蛋白质具有不同的景观，能量景观的局部最小值可能与

某些疾病（例如阿尔茨海默病）有关。在计算机视觉中，学习算法如卷积神经网络（CNN））的能

量景观研究理解为什么它们似乎提供了独立于初始化的良好结果（所有局部最小值等效于滤波器

的排列？），或者用于其他学习算法理解学习正确模型的困难以及能量景观如何随观察数据的数量

而变化。
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可以看出，蒙特卡罗方法可用于许多复杂的问题。

1.2 蒙特卡罗计算中的任务

科学（如物理、化学和生物学）和工程（如视觉、图形学、机器学习和机器人学）中研究的现实世

界系统涉及大量组件之间的复杂交互。此类系统通常以图来表示，其中图的顶点表示组件，图的边表示

交互关系。系统的行为由图上定义的概率模型控制。

例如，在统计物理学中，铁磁材料由经典的 Ising和 Potts模型表示 [6]。这些模型还用于计算机视

觉中，以吉布斯分布和马尔可夫随机场表示相邻像素之间的依赖性。

一般意义上，我们的观察数据 {x1, ...,xn} ∼ f (x)表示来自“真实”概率模型 f (x)的样本。实际上，
f (x)通常是未知的，只能通过经验样本 {x1, ...,xn}来近似。

1.2.1 任务 1: 采样和模拟

很多时候我们对学习未知的“真实”模型 f (x)感兴趣，即用一个参数模型 P(x;θ)来近似它。在许
多情况下，学习一个模型甚至判断学习的参数模型 P(x;θ)与真实模型的可比性意味着从参数模型中获
取样本 x∼ P(x;θ)并在这些样本上计算某种充分统计量。因此，采样是蒙特卡罗计算的基本任务之一。

例如，我们将二维图像栅格表示为

Λ = {(i, j) : 1≤ i, j ≤ N}. (1.5)

每个像素是一个图像强度为 I(i, j) ∈ {0, ...,255}的顶点。由 IΛ 表示的图像是由概率 π(IΛ;Θ)支配的深层

系统的微观态。换句话说，当系统达到动态平衡时，其状态遵循吉布斯分布

IΛ ∼ π(IΛ;Θ) (1.6)

其中 Θ是 K 个参数的向量。Gibbs分布可写成以下形式，

π(IΛ;Θ) =
1
Z

exp{−< Θ,H(IΛ)>}. (1.7)

在上面的公式中，Z 是一个归一化常数，H(IΛ)是图像 IΛ 的 K 个充分统计量的向量，內积部分被称为

势函数U(I) =< Θ,H(IΛ)>。

当栅格足够大时，概率质量 π(IΛ;θ)将集中在一个子空间，在统计物理学中称为微正则系综 [4]

ΩΛ(h) = {IΛ : H(IΛ) = h}. (1.8)

这里，h = (h1, ...,hk)是一个常量向量，称为系统的宏观态。

因此，从分布 ΩΛ(h) ∼ π(IΛ;Θ) 中采样无偏样本等价于从系综 ΩΛ(h) ∈ ΩΛ(h) 中采样。通俗来说，
采样过程旨在模拟系统的“典型”微观态。在计算机视觉中，这通常被称为合成 –一种验证深层模型充

分性的方式。
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图 1.1: 左：从高斯模型中采样的一个典型图像。右：一组嵌套的系综空间 ΩΛ(h)，受到 K = 0,1,2,3越
来越多的约束。

例 1.1 模拟高斯噪声图像。在一个大的栅格上，我们将“高斯噪声”模式定义为具有固定均值和方差的
图像系综。

高斯噪声= ΩΛ(µ,σ 2) = {IΛ :
1

N2 ∑
(i, j)∈Λ

I(i, j) = µ,
1

N2 ∑
(i, j)∈Λ

(I(i, j)−µ)2 = σ 2}.

在这种情况下，该模型具有 K = 2个充分统计量。图 1.1显示了一个典型的噪声图像，它为此系综或分

布的一个样本。

为什么最大概率图像 IΛ 不是一个来自 ΩΛ(µ,σ 2)的典型图像？

笔记

(a) Iobs (b) Isyn
0 ∼ΩΛ(h),K = 0 (c) Isyn

1 ∼ΩΛ(h),K = 1

(d) Isyn
3 ∼ΩΛ(h),K = 3 (e) Isyn

4 ∼ΩΛ(h),K = 4 (f) Isyn
7 ∼ΩΛ(h),K = 7

图 1.2: 模拟 5个不同等价类的纹理模式。©[1997] MIT出版社。经许可重印，来自参考文献 [10]。
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例 1.2 模拟纹理模式。正如我们将在后面章节 5.5中讨论的那样，每个纹理模式被定义为一个等价类，

纹理= ΩΛ(h) = {IΛ : H(IΛ) = h = (h1, ...,hK)}. (1.9)

在这个例子中，充分统计量 Hk(IΛ),k = 1,2, ...,K 是 Gabor滤波器的直方图。也就是说，如果任何两个

纹理图像共享相同的 Gabor滤波器直方图集，则它们是感知等价的。更详细的讨论参考章节 5.5和文献

[9, 10]。

图 1.2显示了一个纹理建模和模拟的例子，并展示了马尔可夫链蒙特卡罗（MCMC）方法的强大能

力。自 20世纪 60年代以来，著名的心理物理学家 Julesz研究了纹理感知，提出了一个后来被称为 Julesz

求索的经典问题：

“这样的一组特征和统计量是什么，即如果两个纹理图像共享相同的特征和统计量，则不能

通过前注意处理将这两个图像区分开？”

虽然心理学的兴趣是从一个图像 IΛ 中找到充分统计量 h，但 Julesz求索提出了一个重大的技术挑

战：我们如何为给定的统计量 h生成无偏样本？20世纪 90年代后期，Zhu、Wu和 Mumford使用马尔

可夫链蒙特卡罗方法（MCMC） [10]回答了这个问题。图 1.2（a）是一个观察到的纹理图像 Iobs，从中

可以提取任何考虑到的充分统计量 h。为了验证统计量，我们需要从系综或等价的一些 Gibbs分布中抽

取典型样本，它们满足 K 特征统计。图 1.2 (b-f)是 K = 0,1,3,4,7的例子。每个统计量是汇集所有像素

上的 Gabor滤波响应的直方图，并在学习过程中顺序选择 [10]。如其所示，使用 K = 7选择的统计量，

生成的纹理图像 Isyn
7 在感知上等价于观察图像 Iobs，即

hk(Isyn
7 ) = hk(Iobs), k = 1,2, ...,7. (1.10)

因此，MCMC方法在解决 Julesz求索中起着关键作用。

1.2.2 任务 2: 通过蒙特卡罗模拟估算数量

在科学计算中，一个常见问题是在极高维空间 Ω中计算一个函数的积分，

c =
∫

Ω
π(x) f (x)dx. (1.11)

这通常通过蒙特卡洛积分来估计。从 π(x)中抽取 M个样本，

x1,x2...,xM ∼ π(x),

我们可以用样本均值来估算 c

c̄ =
1
M

M

∑
i=1

f (xi). (1.12)

这通常通过顺序蒙特卡罗（SMC）方法完成。我们简要讨论 SMC的三个例子。

例 1.3 近似计数。在化学中，一个有趣的问题是计算单位面积中的聚合物数量。在蒙特卡洛计算中，这
被抽象为一个自避行走（SAW）问题。在一个 N×N 的栅格中，SAWr是一条不经过任何地点两次的路
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图 1.3: 一个长度为 115的自避行走.

径。图 1.3给出了 SAW的一个例子。我们将 SAW的集合表示为

ΩN2 = {r : SAW(r) = 1}. (1.13)

其中 SAW ()是一个逻辑指示器。正如我们将在章节 2中讨论的那样，ΩN2 的基数可以通过蒙特卡罗积分

来估算，

|ΩN2 |= ∑
r∈ΩN2

1 = ∑
r∈ΩN2

1
p(r)

p(r) = Ep[
1

p(r)
]≈ 1

M

M

∑
i=1

1
p(ri)

. (1.14)

在上面的公式中，SAW路径从参考模型 p(ri)通过随机行走来采样，这些随机行走顺序地增长链路。

例如，当 N = 10时，从左下角 (0,0)到右上角 (10,10)的 SAW路径的估计数量是 (1.6±0.3)×1024。真

实的数字是 1.56875×1024。

图 1.4: 顺序蒙特卡洛目标跟踪。©[1997]斯普林格出版社。经许可重印，来自参考文献 [3].
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例 1.4 粒子滤波。计算机视觉中一个众所周知的任务是跟踪视频序列中的目标。图 1.4是一个简化的例

子，其中目标（即这里的人）的位置由水平轴 x表示，每行是一个时间 t 处的视频帧 I(t)。给定一个输
入视频 I[0, t]，在线跟踪的目的是用一组样本近似表示位置的后验概率，

S(t) = {(xi(t),ωi(t)) : i = 1,2, ...,M} ≈ π(x(t) |I[0, t]), (1.15)

其中 ωi(t)是 xi(t)的权重。如图 1.4中的每行所示，S(t)是对一个非参数分布的编码表示，并通过以下

递归积分在时间上传播，

π(x(t +1) |I[0, t +1]) =
∫

g(I(t +1) |x(t +1))p(x(t +1) |x(t)) ·π(x(t) |I[0, t])dx(t). (1.16)

在该积分中，p(x(t +1) |x(t))是目标运动的动态模型，g(I(t +1) |x(t +1))是衡量位置 x(t +1)与观测的

适应程度的图像似然模型。集合 S(t)中的每个样本称为粒子。通过表示整个后验概率，样本集 S(t)保

持了实现鲁棒目标跟踪的灵活性。

例 1.5 蒙特卡洛光线追踪。在计算机图形学中，蒙特卡洛积分用来实现渲染图像的光线追踪算法。给定
一个具有几何、反射和亮度的三维物理场景，从光源发射的光子将会在物体表面之间反弹，或者在它们

撞击成像平面之前穿过透明物体。光线追踪方法通过在所有光源上求和（积分）来计算成像平面上每个

像素的颜色和强度，对于这些光源，可以通过像素和各种目标将光线引回到光源。这个过程需要大量计

算，可以通过蒙特卡罗积分来近似，我们将在章节中详细介绍 2。

1.2.3 任务 3: 优化和贝叶斯推理

自亥姆霍兹（Helmholtz，1860）以来，计算视觉中的一个基本假设是生物和机器视觉计算输入图

像中最可能的解释。假设该解释表示为W，对感知世界我们可以将其表达为一个最大化贝叶斯后验概

率的优化问题，

W ∗ = argmaxπ(W |I) = argmax p(I |W )p(W ), (1.17)

其中 p(W )是真实世界场景如何组织的先验模型，p(I |W )是从给定场景W 生成图像 I的似然。
有时图像有多种可能合理的解释，因此在更一般的背景下，我们需要保持多种不同的解释来近似代

表后验

{(Wi,ωi) : i = 1,2, ...,M} ≈ p(W |I). (1.18)

马尔可夫链蒙特卡罗可用于从后验 p(W |I)获取样本;然而，对后验进行采样与使其最大化并不是

一回事。后验也可以通过模拟退火算法最大化，这意味着对 p(W |I)1/T 采样，其中 T 是在过程中改变的

温度参数。在退火过程的开始阶段温度很高，这意味着 p(W |I)1/T 接近均匀，MCMC可以自由探索解空

间。在退火过程中，根据退火程式温度缓慢降低。随着温度的降低，概率 p(W |I)1/T 越来越集中在最大

位置附近，MCMC会更仔细地探索这些位置。当温度非常小时，MCMC应当已经接近后验 p(W |I)的
一个最大值。

例 1.6 图像分割和解析。图像分割和解析是计算机视觉中的一个核心问题。在此类任务中，由于底层场
景复杂性未知，因此W 中的变量数不定。因此，先验模型 π(W )分布在异构解空间上，该空间是不同
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Input image I Segmentation W Synthesis Isyn ∼ p(W |I)

图 1.5: 数据驱动的马尔可夫链蒙特卡罗图像分割。©[1997] IEEE。经许可重印，来自参考文献 [8]。

维度的子空间的并集。当场景中的目标是组合的，W 是一个解析图，且解空间的结构变得更加复杂。在

这样复杂的空间中寻找最优解可以通过蒙特卡罗方法来实现，该方法通过混合多种动力学模拟马尔可

夫链遍历解空间，这些动力学如死亡与新生，分裂与合并，模型转换和边界扩散。为了提高计算效率，

马尔可夫链由使用数据驱动方法计算的边缘分布指导。我们将在章节 8中详细介绍。

图 1.5展示了由数据驱动的马尔可夫链蒙特卡罗方法计算的两个实例�[8]。左列是两个输入图像，

分割结果位于中间，每个区域都匹配某个似然模型。为了验证由计算机算法计算的世界W ∗，我们从似

然 Isyn ∼ p(W |I)中采样一些典型图像。在上面的示例中，似然不包括面部模型，因此不构造人脸。

1.2.4 任务 4: 学习和模型估计

在统计和机器学习中，我们需要计算能优化某些损失函数的参数，这些函数通常是高度非凸的，尤

其是涉及隐变量的时候。在下文中，我们简要讨论两个例子。

例 1.7 学习吉布斯分布。考虑我们在 1.2.1节中提到的 Gibbs模型。为清晰起见，我们省略了栅格符号

Λ
p(I;Θ) =

1
Z

exp{−< Θ,H(I)>}. (1.19)

给定一组例子 {Iobs
i , i = 1,2, ...,M}，学习的目的是通过最大化数据的似然来估计参数，

Θ∗ = argmaxℓ(Θ), with ℓ(Θ) =
M

∑
i=1

log p(Iobs
i ;Θ). (1.20)

损失函数 ℓ(Θ)相对于 Θ是凸的。令 ∂ℓ
∂Θ = 0，我们得出以下约束方程，

∫
H(I)p(I;Θ)dI = h =

1
M ∑

i=1M

H(Iobs
i ). (1.21)

Θ通常须通过随机梯度求解。设 t 表示时间步长，如例子 1.2中的一样，我们使用马尔可夫链蒙特卡罗

从当前模型 p(I;Θ(t))中采样一组典型样本 {Isyn
i , i = 1,2, ...,M}，并使用样本均值 ĥ(t) = 1

M

M
∑
i=1

H(Isyn
i )来
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估计期望（即蒙特卡洛积分）。参数通过梯度上升更新，

dΘ
dt

= η(h− ĥ(t)), (1.22)

其中 η 是步长。
直观上，参数 Θ被更新，这样根据 H(I)表示的一些充分统计量不能将观察数据上的分布和模型分

布分开。

例 1.8 受限玻尔兹曼机。在深度学习中，受限玻尔兹曼机（RBM）是具有二值输入和输出的神经网络。

它有一个权重矩阵（即参数）W = (Wi j)连接一个可见单元的矢量（输入）v和一个隐单元的矢量（输
出）h。请注意此表示法与前一个示例中的 h含义不同。它还有可见单元和隐单元的偏移量 a,b。RBM

的概率是一个吉布斯分布

p(v,h;Θ) =
1
Z

exp(−E(v,h))

它的 RBM能量函数为

E(v,h;Θ) =−aT v−bT h−vTWh.

使用一组样本 v1, ...,vn 训练 RBM通常意味着最大化对数似然：

Θ∗ = (W,a,b)∗ = argmax
n

∑
i=1

log
∫

p(vi,h;Θ)dh

这个优化通过与前一个例子相同的蒙特卡罗方式完成。在 [2]中使用的一个变体方法就是所谓的对比散

度算法。

1.2.5 任务 5: 可视化景观

在之前的任务中，蒙特卡罗方法用于从目标分布中抽取无偏样本（任务 1），然后这些样本用于通

过蒙特卡洛积分来估计未知量（任务 2），并优化状态空间中的一些后验概率（任务 3）或模型空间中

的损失函数（任务 4）。使用蒙特卡罗方法的最雄心勃勃的任务是可视化整个能量景观。此能量函数

可以是推理任务中 ΩX 上的负对数后验概率 − log p(W |I)，或者用于学习任务的参数空间中的损失函数
L T heta|Data。

在现实世界的应用中，这些函数是高度非凸的，有复杂且常常令人震惊的景观，其在高维空间中具

有指数倍增数量的局部最小值。图 1.6展示了 K-means 聚类和学习问题中的一个简化的二维能量函数。

该能量函数具有不同深度和宽度的多个局部最小值，由字母 A,B, ...H 表示。红色曲线是由具有相同能

量水平的点组成的水平集。

任务 5的目标是使用有效的马尔可夫链蒙特卡罗方法从整个空间抽取有效样本，然后在定位连接

相邻盆地的鞍点的同时绘制其能量盆中的所有局部最小值。结果由树形结构表示，物理学家在绘制自

旋玻璃模型的景观时称其为非连通图 [1]。在该图中，每个叶节点表示局部最小值，其深度表示能量水

平。两个相邻叶节点相遇的能量水平由其鞍点决定。

下文中我们展示了一个学习示例，其中景观在模型空间中而不是在状态空间，因此更难以计算。

例 1.9 数据聚类的景观。K-means聚类是统计和机器学习中的经典问题。给定有限数量的点，其颜色表
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图 1.6: 可视化景观。（左）二维空间中的能量函数。（右）树形表示。深色代表更低的能量。©[2014]
Maria Pavlovskaia。经许可重印，来自参考文献 [5]。

图 1.7: 可视化聚类问题的景观。©[2014] Maria Pavlovskaia。经许可重印，来自参考文献 [5]

示真实标签，学习问题是找到最匹配数据的参数 Θ。这里 Θ包括 K = 3 Gaussian模型的均值、方差和

权重。能量函数 ℓ(Θ)是后验概率似然和 Θ的先验概率。在文献中，流行的算法是 K-means和 EM算法，

它们只能找到局部最小值。通过探索每个点是模型 Θ的空间，我们可以在图形 1.7中可视化景观。输入

数据来自机器学习中的 Iris数据集。两侧显示了十二个局部最小值 A,B, ...L，其中每个高斯是一个椭圆。

通过这种景观，人们可以进一步可视化各种算法的行为，并量化目标函数的内在困难，无论是推理

还是学习。人们也可以用它来研究影响景观复杂性的关键因素。

例 1.10 用于高斯混合模型的 SWC。设 {xi ∈ Rd, i = 1, ...,n}是假定来自具有 k 个多元高斯的混合模型

的数据点，对 i = 1, . . . ,K，其混合权重 αi 未知，均值为 µi ∈Rd，协方差矩阵为 Σi。设 Θ包含所有未知
混合参数 αi,µi,Σi, i = 1, . . . ,K。

该高斯混合模型的对数似然（能量）是：

logP(Θ) =
n

∑
i=1

log
K

∑
j=1

α jG(xi; µ j,Σ j)− logZ(Θ), (1.23)

这里 G(xi; µ j,Σ j) =
1√

det(2πΣ j)
exp
[
− 1

2 (xi−µ j)
T Σ−1

j (xi−µ j)
]
是高斯分布，Z(θ)是归一化常数。
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如果已知指向聚类的点的标签，即 L = (l1, . . . , ln)，则对数似然是

logP(L,Θ) =
K

∑
j=1

∑
i∈L j

logG(xi; µ j,Σ j)

这里 L j = {i, li = j}.

采样 P(Θ) 可以通过采样 P(L,Θ) 并取边缘分布 P(Θ) 来完成。采样 P(L,Θ) 可以通过交替采样

P(L|Θ)和 P(Θ|L)来完成。

对于 P(L|Θ)的采样，我们可以使用 SWC算法。我们将 SWC图构造为 k-NN图，并对所有边权重使

用常数概率 q。

(a) EM (b) k-means

(c) SW-cut

图 1.8: ELM上的 EM，k-means和 SW-cut算法的性能。由 [5]提供。

采样 P(Θ|L) 则更加复杂。首先，我们应该观察到 P(Θ|L) =
K

∏
j=1

∏
i∈L j

G(xi; µ j,Σ j) 分裂为独立部分：

P(Θ|L) = ∏K
j=1 P(Θ j|L j)，这里 θ j = (α j,µ j,Σ j)。因此，我们可以通过采样 P(µ j|L j,Σ j)和 P(µ j|L j,Σ j)为

每个 j独立地采样 P(Θ j|L j)。现在

P(µ j|Σ j,L j) = ∏
i∈L j

G(xi; µ j,Σ j) ∝ G(µ j,
1
n j

∑
i∈L j

xi,
1
n j

Σ j)
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只是一个高斯,其中 n j = |L j|。还有,

P(Σ j|µ j,L j) = det(Σ j)
−n j/2 exp(−1

2 ∑
i∈L j

(µ j−xi)
T Σ−1

j (µ j−xi)) = det(Σ j)
−n j/2 exp(−1

2
tr(Σ̂Σ−1

j ))

其中 Σ̂ = ∑i∈L j
(µ j−xi)(µ j−xi)

T，这里我们用到 tr(AB) = tr(BA)且 A = (µ j−xi)，B = (µ j−xi)
T Σ−1。由

于 Σ̂是对称且正定的，因此存在对称正定 S使得 Σ̂ = S2。令 B = SΣ−1
j S，我们得到

P(Σ j|µ j,L j) = det(Σ)−n j/2 exp(−1
2

tr(SΣ−1S)) = det(S)−n j/2 det(B)n j/2 exp(−1
2

tr(B)).

令 B =UDUT，其中 D = diag(λ1, ...,λd)是对角矩阵，我们得到

P(Σ j|µ j,L j) ∝ det(D)n j/2 exp(−1
2

tr(D)) =
d

∏
i=1

λ n/2
i e−λi/2

因此，为了对 Σ j 进行采样，我们首先从 Gamma分布 Γ(1+ n j

2 ,2)中独立地采样特征值 λi，以得到 D =

diag(λ1, ...,λd)，然后取任意旋转矩阵 U 得到 B = UDUT 和 Σ j = SUDUT S。图 1.8中显示了具有四个混

合成分和低可分性的一维高斯混合模型的能量景观。我们可以看出 k-means 陷入许多局部最小值中而

SWC总是找到全局最小值。
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第 2章 顺序蒙特卡罗

“给我一个立足之地，我能用杠杆移动地球" -阿基米德

引言

顺序蒙特卡罗（SMC）用在目标分布是一维或多维的并可以进行分解的情况。设 f (x)表示调控一

个过程的真实概率分布函数，π(x)表示基于模型的目标概率分布，我们的目标是找到一个使目标密度
分布函数 π(x)收敛到 f (x)的模型。为了找到该模型，一个已知的试验概率密度函数 g(x)可能被用到。

本章涵盖了与 SMC的 g(x)选择相关的几个概念，包括样本加权和重要性采样。涵盖的应用包括自避行

走，parzen窗，光线追踪，粒子滤波和光泽高光。本章末尾讨论了蒙特卡罗树搜索。

2.1 采样一维密度

假设 f (x) : R→ R是一维概率密度函数 (pdf). 累积密度函数 (cdf) F(x) : R→ [0,1]定义为

F(x) def
=
∫ x

−∞
f (x)dx

我们可以利用均匀样本 u通过 cdf F(x)来获得 pdf f (x)中的样本 x = F−1(u)。更严格地我们有

引理 2.1 假设 U ∼ Unif[0,1] 且 F 是一个一维 pdf f 的 cdf. 则 X = F−1(U) 服从分布 f . 这里我们定义

F−1(u) = inf{x : F(x)≥ u}.

证明 2.1.1

P(X 6 x) = P(F−1(u)6 x) = P(U 6 F(x)) = F(x) =
∫ x

−∞
f (x)dx.

根据定义,我们知道 du
dx =

dF(x)
dx = f (x),因此 P

(
x ∈ (x0,x0 +dx)

)
= P

(
u ∈ (uo,u0 +du)

)
= f (x) ·dx.

在更高维空间中，只要可以量化/排序所有数据序列，就可以将 f (x)简化为一维问题。但是当 d ≥ 3

时，我们通常不使用此方法，因为计算复杂度呈指数增长。
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xx
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f (x)dx
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f (x)

x

F(x)

图 2.1: 左: 一个 pdf, f (x). 右: 其对应的 cdf, F(x). 左侧的阴影区域的面积 f (x)dx = du.

2.2 重要性抽样和加权样本

假设我们要估计一个量

C =
∫

Ω
π(x) ·h(x)dx = Eπ [h(x)] (2.1)

其中 π(x)是概率密度函数.

x

h(x)

图 2.2: 多模 pdf h(x).

如果我们可以从 π(x), D = {x1,x2, · · · ,xn} ∼ π(x)中抽取样本,那么就可以很容易的估计C

Ĉ =
1
n

n

∑
i=1

h(xi)

因为 π(x) 的信息是 D 中固有的, 我们不需要在公式中写出它。但是，如果难以直接从 π(x) 抽取样本，
我们可以从更简单的试验分布 g(x)中较容易地抽取样本，D′ = {x′1,x′2, · · · ,x′n}. 则公式(2.1)可以表达为

C =
∫

Ω
π(x) ·h(x)dx =

∫
Ω

g(x) ·
[π(x)

g(x)
·h(x)

]
dx. (2.2)
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假设比例 π(x)
g(x) ·h(x)是可以计算的. 我们可以估计C为

Ĉ =
1
n

n

∑
i=1

π(x′i)
g(x′i)

·h(x′i) =
1
n

n

∑
i=1

ω(x′i)h(x
′
i), (2.3)

其中 ω(x′i)是样本 i的权重.

在公式 (2.3)中,权重 {ω(x′i), i = 1,2, . . . ,m}依赖于分母中的 g(x′i) . 因此不论何时 π(x) 6= 0，我们都不能让 g(x) =

0.

笔记

设 π(x) = 1
Z exp(−E(x)/T ),这里 Z是归一化常数但是不可计算. 因此 π(x)由加权样本 {(x(i),ω (i), i =

1, · · · ,m}表示.

x

π(x)

图 2.3: 概率密度函数 π(x)由加权样本近似.

一个特例:如果

g(x) = Unif[a,b] =

{
1

b−a x ∈ [a,b]

0 otherwise,

则

Ĉ =
1
n

n

∑
i=1

π(x′i)
g(x′i)

·h(x′i) =
b−a

n

n

∑
i=1

π(x′i) ·h(x′i)

通常，我们将有以下三种情况:

1) 我们从均匀分布中采样，给每个样本一个特定的权重。

2) 我们从更简单的、π(x)的近似分布 g(x)中采样，给每个样本一个特定的频率和权重。

3) 我们直接从 π(x)采样，给每个样本一个特定的频率但相同的权重。

很容易证明 1)� 2)� 3),其中 “a� b”表示 a比 b差的多. 直观上，最好的情况是 g(x) = π(x).
因为我们要求

lim
n→∞

(Ĉ−C) = 0,

并且这三种情况都要满足这一点，它们之间的唯一区别在于估计器收敛或方差消失所需的样本数目。第

二点是,

lim
n→∞
||Ĉ−C||2 = 0.
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近似分布 g(x)用作处理 π(x)的杠杆。希腊数学家阿基米德（公元前 212年）因其著名的言论而闻

名:

“给我一个立足之地，我能用杠杆移动地球”.

受他的启发，我们可以把 g(x)称为 π(x)的阿基米德杠杆。

例 2.1 对于上面的第二种情况，下面是阿基米德杠杆的一个例子。

π(x) =
1
Z

exp{−
K

∑
i=1

βihi(x)}, g(x) =
1
Z′

exp{−
K′<K

∑
i=1

βihi(x)}

例 2.2 在高斯情形中，我们可以使用以下示例中所示的方案

π(x) =
1
Z

exp{−(ax2 +bx+ c)}, g(x) =
1
Z′

exp{−ax2}

通常，我们使用来自“经验分布”g(x) 的一组加权样本 {(xi,ωi), i = 1,2, . . . ,m} 来表示 π(x)。当
x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ Rn 是高维时，我们可以用两种方式简化它。

g(x) = g(x1,x2, . . . ,xn)

∼= g(x1) ·g(x2) · · · · ·g(xn) (通过分解和独立性假设) (2.4)

∼= g(x1) ·g(x2) ·g(x3|x2) ·g(x4|x1,x2) · · · · (通过分解) (2.5)

在 (2.4),我们假设 xi是独立的，我们可以单独地对每个维度进行采样；然而，事实上，它们总是相互依

赖的。要更正这一点，我们需要像(2.5)使用条件依赖简化问题。

因为 Ĉ = 1
m ∑m

i=1 w(xi)h(xi),我们得到 varm(Ĉ) = 1
m var1(Ĉ). 这表明当我们有足够多的样本时，不管维

数 n如何，总的方差会趋于 0且收敛速度是 1
m！图 2.4中的三个图说明了这个想法。左边分布的收敛速

度较快，而中间分布的收敛速度较慢。右边的分布可能会出现权重膨胀至 ∞的问题。

x

f (x)

x

f (x)

x

f (x)

图 2.4: 左: 当 g(x)和 π(x)接近时,收敛很快. 中: 当 g(x)和 π(x)相差很大时,收敛很慢. 右: 一般情况下,
g(x)在 π(x)是非零的情况下应该是非零的，这在这种情况下可能不会发生。

衡量 g(x)的样本有效性的启发式方法是测量权重的方差。一个有用的经验法则是使用有效样本量

(ESS)来测量试验分布与目标分布的差异。假设从 g(x)生成 m个独立样本。则 ESS被定义为

ESS(m) =
m

1+var[ω(x)]
(2.6)

在 g(x) = π(x)的理想情况下,则 ω(x) = 1, varg[ω(x)] = 0,因此整个样本是有效的。由于目标分布 π
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在许多问题中只有归一化常数是已知的，因此归一化权重的方差需要通过非归一化权重的变异系数来

估计:

cv2(ω) =
1

m−1

m

∑
i=1

(ωi−ω)2

ω2
(2.7)

一般化: 分层抽样 –一种降低 var(Ĉ)的方法. 假设空间 Ω是许多不相交子空间的并集 Ω = ∪M
j=1Ω j.

在每一个子空间 Ω j 中,我们可以将不同的 g j(x)定义为试验分布。因此，我们得到

C =
M

∑
j=1

∫
Ω j

gi(x) ·
π(x)
gi(x)

·h(x)dx (2.8)

在这个计算中，我们可以忽略 gi(x)在高维空间中的重叠。

2.3 顺序重要性抽样 (SIS)

在高维空间中，通常很难找到有效的 g(x)。假设我们可以通过链式法则将 x分解为 x = (x1, . . . ,xn)

。然后我们的试验密度函数可以构造为

g(x) = g1(x1) ·g2(x2|x1) · · ·gn(xn|x1, . . . ,xn−1). (2.9)

通常这样做是不现实的，但在某些情况下，如果 π(x)可以被类似地分解，则可以这样做。对应于 x的
分解，我们可以将目标密度重写为

π(x) = π1(x1) ·π2(x2|x1) · · ·πn(xn|x1, . . . ,xn−1). (2.10)

其重要性权重是

ω(x) =
g(x) = g1(x1) ·g2(x2|x1) · · ·gn(xn|x1, . . . ,xn−1)

π(x) = π1(x1) ·π2(x2|x1) · · ·πn(xn|x1, . . . ,xn−1)
(2.11)

在下文中，我们将讨论两个例子。

1) 表达聚合物生长的自避行走

2) 目标跟踪的非线性/粒子滤波

2.3.1 应用：自避行走的次数

二维或三维网格空间中的自避随机行走（SAW）问题是计算一个给定域中存在多少个自避行走的

问题。

我们可以使用硬核模型来描述这个问题。一连串的原子 x = (x1,x2, · · · ,xN)通过共价键连接。为清

楚起见，我们假设每个分子是二维/三维空间/晶格中的一个点，并且键的长度是 1，该势被称为硬核的。

在 2D或 3D空间中,链不允许自身相交。

在本节中，我们将集中在二维空间 {0,1, ...,n}×{0,1, ...,n}. 假设我们总是从位置 (0,0)即左下角开

始,如图 2.5所示. 我们分别用数字 1,2,3,4表示左/右/上/下的移动，SAW链的吉布斯/玻尔兹曼分布可以
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图 2.5: 自避行走的一个例子.

表达为：

π(x) = unif[Ω], Ω = {x : SAW(x) = 1}, x ∈ {1,2,3,4}n.

我们对自避随机行走（SAW）的总数感兴趣。为了估计这个值，我们使用蒙特卡罗积分。我们为 SAW x

设计了一个试验概率 g(x)，它更容易采样。然后我们从 g(x)中抽取 M 个 SAW样本并通过以下方式估

计总数

||Ω||= θ = ∑
x∈Ω

1 = ∑
x∈Ω

1
g(x)

g(x)∼=
1
M

M

∑
i=1

1
g(xi)

, (2.12)

其中 1
g(xi)
用作 xi 的权重 ω(xi).

试验概率涵盖了所有可能的路径，因此我们可以用它来计算 SAW集合中许多子集的大小，例如从

一个角落开始到另一个角落结束的 SAW集合，或者长度为 n的 SAW集合。我们不需要担心这个新子

集下的归一化常数。

因此，问题在于如何设计 g(x),并且有几种方法可以做到这一点。我们研究了在 n = 10的二维网格

中 g(x)的三种不同模型表达，来生成 M = 107 个样本。

a) 设计 1. 作为初始方法,我们使用

g1(x) =
m

∏
j=1

1
k j

其中 m是路径的总长度, k j 是第 j 次移动的可能选择数,在步骤 j 我们从 k j 个选择中均匀地采样.

使用M = 107个样本,估计的 SAW数量是 K1 = 3.3844 ·1025. 采样行走的长度分布如图 2.6所示。由

于我们不限制行走的长度，所获得的分布类似于一个高斯分布。

b) 设计 2. 作为试验分布的另一种设计，我们在每个步骤引入提前终止概率 ε = 0.1并得到

g2(x) = (1− ε)m
m

∏
j=1

1
k j
.

很明显，在这种情况下，我们期望得到比设计 1更短的行走。采样行走的长度分布如图 2.6所示，

估计的 SAW数量是 K2 = 6.3852 ·1025.

c) 设计 3. 对于第三种设计，我们调整设计 1以支持更长的行走。对于任何超过 50的行走，我们从

该行走中分叉生成 5个孩子，并以 w0 = w/5对每个孩子进行重新加权。采样行走的长度分布如图

2.6所示，估计的 SAW数量为 K3 = 7.3327 ·1025. 三种设计中最长的 SAW例子如图 2.7所示。
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图 2.6: 三种设计的 SAW长度分布.

图 2.7: 设计 1 (长度 114,左),设计 2 (长度 90,中间) and设计 3 (长度 115,右)的最长 SAW.

估计的 SAW数量 K相对于样本大小M的对数-对数图如图 2.8所示。很明显，设计 3收敛最快，设

计 2收敛最慢。

设计试验概率 g(x)的其他方法包括:

• 随时停止 (设计 2)

• 固定长度 N

• 丰富样本. 鼓励更长的样本 –从一定长度开始 (设计 3)

• 全局引导？(即 (0,0)→ (n,n))

我们也有兴趣计算从 (0,0)到 (n,n)的 SAW。为了获得到达 (n,n)的样本，我们重新采样直到获得

一个这样的样本，然后给它重新赋予权重 w0 = w/u，其中 u是尝试的次数。这意味着我们尝试的次数越

多，这个样本的权重越低。生成 106个样本，我们估计的从 (0,0)到 (n,n)的 SAW总数约为 1.7403 ·1024

（非常接近真实值 1.5687 ·1024）。

2.3.2 应用：用于视频中目标跟踪的粒子滤波

Michael Isard

假设在一个目标跟踪问题中，时间 t 时的状态表示为 xt，图像的观察特征表示为

zt。Xt = {x1, ...,xt}表示历史状态，Zt = {z1, ...,zt}为历史特征。
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图 2.8: 三种设计的收敛速度比较。

图 2.9: 相对于动态过程 xt，观测值 zt 彼此独立。动态过程 xt 仅依赖于先前状态 xt−1。

我们假设目标动态遵循 Markov链，即当前状态仅取决于前一状态，独立于历史状

态，如图 2.9所示。

p(xt+1|Xt) = p(xt+1|xt)

Andrew Blake

假设相对于动态过程，zt 彼此独立，如图 2.9所示。我们需要估计 p(xt+1|Zt+1)，

即以到当前为止收到的数据为条件的状态 xt+1 的分布。因为 zt+1 与 Zt 无关，我们

有

p(xt+1|Zt+1) = p(xt+1|zt+1,Zt) =
p(xt+1,zt+1|Zt)

p(zt+1|Zt)

∝ p(zt+1|xt+1,Zt)p(xt+1|Zt) = p(zt+1|xt+1)p(xt+1|Zt)

我们可以计算

p(xt+1|Zt) =
∫

p(xt+1,xt |Zt)dxt =
∫

p(xt+1|xt)p(xt |Zt)dxt ,

所以我们得出结论
p(xt+1|Zt+1) ∝

∫
p(zt+1|xt+1)p(xt+1|xt)p(xt |Zt)dxt

概率 p(zt+1|xt+1)可以认为是自下而上的检测概率，而乘积 p(xt+1|xt)p(xt |Zt)是基于动态模型的预测。

条件密度传播 (Condensation)算法 [4]利用重要性采样将 p(xt |Zt)表示为一个权重为 π (n)
t 的加权样

本集 {s(n)t ,n = 1, ...,N}。图 2.10和图 2.11分别解释和描述了算法的一个步骤。
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图 2.10: Condensation算法的一个步骤。©[1998] Springer。经许可重印，来自参考文献 [4].

输入: 样本集合 {(s(n)t−1,π
(n)
t−1),n = 1, ...,N}

计算累计分布值 c(k)t−1 = ∑k
i=1 π (i)

t−1。
for n = 1, . . . ,N do
漂移: 从累计分布中 c(k)t−1,k = 1, ...,N 采样 s,(n)t 。

扩散: 从动态模型 s(n)t ∼ p(xt |xt−1 = s,(n)t )中采样 s(n)t 。

测量和重加权样本 s(n)t as π (n)
t = p(zt |xt = s(n)t )。

end for
归一化 π (n)

t 使 ∑N
n=1 π (n)

t = 1.
输出: 样本集合 {(s(n)t ,π (n)

t ),n = 1, ...,N}
图 2.11: Condensation算法的一个步骤 [4]。

应用：曲线跟踪

一条曲线在时间 t 的值 r(s, t)可以参数化为一个 B样条:

r(s, t) = (B(s)Qx(t),B(s)Qy(t)),s ∈ [0,L],

其中 B(s) = (B1(s), ...,BNB(s))
T 是 B样条基函数向量。向量 Xt = (Qx,Qy)T 包含样条控制点的坐标。

动态模型是一阶自回归：

xt− x̄ = A(xt−1− x̄)+Bwt ,

其中 wt 是独立同分布 N(0,1)的独立向量，且 xt =

(
Xt−1

Xt

)
。
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图 2.12: 来自 [4]的视频多帧的状态密度的一维投影。

动态模型也可以表示为：

p(xt |xt−1) ∝ exp(−1
2
‖(xt− x̄)−A(xt−1− x̄)‖2).

二维曲线的观测模型可以是：

p(z|x) ∝ exp

(
−

M

∑
m=1

1
2rM

f
(

zi(
m
M
)− r(

m
M
); µ
))

,

其中 r, µ 是常数, M是曲线离散化的点数, f (x; µ) = min(x2,µ2), z1(s)是与 r(s)最接近的图像特征:

zi(s) = z(s′) where s′ = argmin
s′∈g−1(s)

|r(s)− z(s′)|

使用该模型获得跟踪结果的一个例子如图 2.12所示。

2.3.3 SMC框架总结

在顺序蒙特卡罗中，术语“顺序”有两个含义：

1. 将联合状态 x = (x1,x2, · · · ,xd)展开成组件，如 2.3.1节中的自避行走。

2. 像在 2.3.2节的粒子滤波器中那样随时间更新 Xt。

SMC/SIS的设计中存在以下问题:
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1. 试验概率的选择。例如，在粒子滤波中

p(xt+1|Zt+1) =
∫

xt

p(zt+1|xt+1)p(xt+1|xt)p(xt |Zt)dxt

我们可以利用以下方式产生粒子

a) 从 p(zt+1|xt+1)采样 (通过检测跟踪)的数据驱动方法。当目标丢失时，这是很重要的。

b) 从 p(xt+1|xt)p(xt |Zt)采样并根据证据 p(zt+1|xt+1)重新加权的动态驱动方法。

更好的选择是同时使用数据驱动和动态驱动方法作为不同的通道生成粒子，这些通道可以根据每个时

间步骤的数据质量共同完成。

2.如何使样本恢复活力 –巩固，丰富，重采样/重加权。

例 2.3 在自避行走中,假设我们有一个长度为 n的部分样本 x( j) ,其中 n足够大，试验概率为 g1(x( j)) =
1
k1

1
k2
. . . 1

kn
，非常小。w( j) = k1...kn 参与最终求和，而最终的和非常大。一个想法是对 x( j) 产生 k个副本,

每个副本具有 1
k w( j)的权重。这等价于改变提议概率 g(x)使 g(x( j))是原来的 k倍。

例 2.4 类似地，在粒子滤波中，我们可以使用包含强样本的重复副本的等权重集 Ŝ = {(x̂( j),w( j)), j =

1, ...,m}重新采样加权样本集 S = {x( j), j = 1, ...,m}，以便在下一步强样本产生更多子代。

在这两个示例中，通过此重采样方案，方法的性能显著提高。

重采样准则. 在 SMC 中，我们可以通过权重向量 w = (w(1), . . . ,w(m)) 的方差或变异系数监控样本 S =

{x( j),w( j)), j = 1, ...,m}。变异系数为

CV (w) =

√
∑m

j=1(w( j)−w)2

(m−1)w2 .

当CV (w)太大时, CV (w)> c0,重采样步骤是必要的。

重加权. 当重采样 S = {x( j),w( j)), j = 1, ...,m}时,我们可能并不是必须使用权重向量 w = (w(1), . . . ,w(m))

按比例产生权重。相反，我们可以选择具有非零元素的任意向量 a = (a(1), . . . ,a(m)),ai > 0，并将样本重

加权为 w∗( j) = w( j)/a( j). a的元素应设计为惩罚冗余样本并鼓励独特样本。

2.4 应用：通过 SMC进行光线追踪

SMC的另一个应用是光线追踪 [10],它在给定作用于表面的光源描述下，计算表面的发光。

给定入射光函数 Li(x,ωi),在点 x处反射光遵循反射方程：

Lr(x,ωr) =
∫

S2
fr(x,ωi↔ ωr)Li(x,ωi)|cos(θi)|dσ(ωi), (2.13)

其中 fr 是双向反射分布函数 (BRDF), S2 是三维空间中的单位球, σ 是立体角测量, θi 是 ωi 与 x处的表
面法线之间的角度。
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图 2.13: 反射方程的图示。©[1995] ACM。经许可重印，来自参考文献 [10].

如果我们只想在场景中使用点，我们也可以将反射方程写为：

Lr(x→ x”) =
∫

M
fr(x′↔ x↔ x′′)Li(x′→ x)G(x↔ x′)dA(x′), (2.14)

其中 G(x↔ x′) =V (x↔ x′)
cos(θ ′r)cos(θi)

‖x−x′‖2
和 A是表面积的度量, θ ′r 和 θi 是 x↔ x′与 x和 x′的表面法线

之间的角度，如图 2.13所示. 如果 x和 x′是相互可见的，则函数 V (x↔ x′)为 1，否则为 0。

我们得到了找到平衡发光分布 L的全局光照问题，该分布满足以下条件:

L(x→ x”) = Le(x→ x”)+
∫

M
fr(x′↔ x↔ x′′)L(x′→ x)G(x↔ x′)dA(x′),

其中发射的发光分布 Le是给定的。这是三点渲染方程 [5]。它可以简写为 L = Le +TL，其中 T是光传输

运算符。在弱假设下，解是 Neumann级数：

L =
∞

∑
i=1

TiLe.

2.4.1 示例：光泽高光

考虑光线追踪问题，即渲染由附近光泽表面上的区域光源 S产生的高光，如图 2.14所示。有两种

明显的策略可以使用蒙特卡罗方法来近似反射发光，即分别使用 eq. (2.13)和 (2.14)。对于这两种策略，

我们使用重要性采样，其中样本 x1, ...,xn 是从分布 p(x)获得的。积分近似为：

∫
Ω

f (x)dµ(x)≈ 1
n

n

∑
i=1

f (xi)

p(xi)
.

通过区域采样我们随机选择表面上的点来近似 (2.14)。例如，可以相对于表面面积或发射功率在 S

上均匀地选择这些点。

通过定向采样我们使用方向 ωi的随机样本来近似(2.13)。通常选择 p(ωi)dσ(ωi)与 fr(xωi↔ωr)或

fr(xωi↔ ωr)|cos(θi)|成比例。
图 2.14显示了使用不同采样方法得到渲染例子。场景包含四个不同半径和颜色的球形光源，以及

顶上的聚光灯。所有球形光源发出相同的总功率。还有四个不同表面粗糙度的闪亮矩形板，这些矩形板
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a)区域抽样。 b)定向采样。

c)来自 (a)和 (b)的样本加权组合。

图 2.14: 从区域光源采样光泽高光。©[1995]ACM。经许可重印，来自参考文献 [10].

被倾斜以使得反射光源可见。给定一个观测光线照射到光滑的表面，图像 (a), (b),(c)使用不同的技术进

行高光计算。所有图像均为 500 x 450像素。MC技术是：

(a) 区域采样。每个像素 4个样本，在每个光源的方向锥内均匀地（相对于立体角）选择样本方向 ωi。

(b) 定向采样。每个像素 4个样本，以与 BRDF fr(xωi↔ ωr)dσ(ωi)成比例的概率选择方向 ωi。

(c) 使用 β = 2的幂启发式计算来自 (a)和 (b)的样本的加权组合。

光滑的 BRDF是 Phong模型的一个对称的、节能的变体。Phong指数是 n = 1/r−1,其中 r ∈ (0,1)是表

面粗糙度参数。光滑表面也具有小的扩散成分。
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2.5 在重要性采样中保持样本多样性

为了简化表示，我们用 p(x)表示空间 Ω中的一个任意分布。对于利用贝叶斯推理的图像分割问题，
我们观察到 p(x)有两个重要的性质。

1. p(x)具有极多数量的局部最大值（统计学中称为众数）。一个重要众数对应于图像的不同解释，并
且众数周围的云包含区域边界或模型参数的局部小扰动。这些 p(x)重要的众数 xi, i = 1,2, ...，由

于高维度而彼此很好地分离。

2. 每个众数 xi 具有权重 ωi = p(xi),其能量被定义为 E(xi) =− log p(xi)。这些众数的能量均匀分布在

一个宽阔的范围 [Emin,Emax],如 [1000,10,000]。例如，通常具有其能量差为 500阶或更大的解（或

局部最大值）。因此，它们的概率（权重）在 exp−500阶不同,我们的感知对那些“平凡的”局部众

数有兴趣！

图 2.15: 不同的图像有多种解释。从左到右：内克尔立方体,鸭子/兔子错觉 [6],比基尼/马提尼模糊，老
妇人与年轻女子。

保持样本多样性是维持一个概率分布众数的重要问题。维持概率众数对保持如图 2.15中图像解释

的模糊性很重要。

直观上，将 Ω中的 p(x)想象为像宇宙的质量一样分布是有帮助的。每颗星是质量密度的局部最大
值。重要的和发达的星彼此很好地分开，它们的质量可以在许多数量级上不同。这个比喻将我们引向

p(x)的高斯混合表示。对于足够大的 N ，我们有，

p(x) =
1
ω

N

∑
j=1

ω jG(x−x j,σ 2
j ), ω =

N

∑
j=1

ω j.

我们用

So = {(ω j,x j), j = 1,2, ...,N},

表示加权粒子（或众数）的集合。因此，我们的任务是从 So中选择一组 K << N粒子 S。我们定义 S的

索引到 So 的索引的映射为，

τ : {1,2, ...,K} −→ {1,2, ....,N}.

因此，

S = {(ωτ(i),xτ(i)); i = 1,2, ...,K}
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通过

p̂(x) =
1
α

K

∑
i=1

ωτ(i)G(x−xτ(i),σ 2
τ(i)), α =

K

∑
i=1

ωτ(i).

表达了一个近似 p(x)的非参数模型。我们的目标是计算

S∗ = arg min
|S|=K

D(p||p̂).

为了标记简洁，我们假设所有的高斯函数在近似 p(x)时具有相同的方差, 即 σ j = σ , j = 1,2, ...,N.

按照我们的比喻，所有“星星”具有相同的体积，但重量不同。利用 p(x)的两个性质,我们可以按照以

下方式近似计算 D(p||p̂)。我们从观察高斯分布的 KL-散度开始。

设 p1(x) = G(x−µ1;σ 2)和 p2(x) = G(x−µ2;σ 2)是两个高斯分布,我们很容易得到

D(p1||p2) =
(µ1−µ2)

2

2σ 2 .

我们将解空间 Ω划分为不相交的域

Ω = ∪N
i=1Di, Di∩D j = /0, ∀i 6= j.

Di 是一个域，在这个域中 p(x)由粒子 (ωi,xi), i ∈ {1, ...,N}决定. 这种划分的原因是 S中的粒子在高维

空间中彼此远离，并且它们的能量基于本节开头描述的两个性质而显著变化。在每个域内，可以合理地

假设 p(x)由混合物中的一个项支配，而其他 N−1项是可以忽略的。

p(x)≈ ωi

ω
G(x−xi;σ 2), x ∈ Di, i = 1,2, ...,N.

Di 的大小远大于 σ 2。在空间中移除 N−K 个粒子后，它由 S中选择的附近粒子主导。

我们定义第二个映射函数

c : {1,2, ...,N}→ {1,2, ...,K},

使 Di 中的 p̂(x)由粒子 xτ(c(i)) ∈ SK 主导,且

p̂(x)≈
ωc(i)

α
G(x−xτ(c(i));σ 2), x ∈ Di, i = 1,2, ...,N.

直观地, N 个区域被划分为 K 个组，每个组由 SK 中的一个粒子支配。因此我们可以近似 D(p||p̂)，

D(p||p̂) =
N

∑
n=1

∫
Dn

p(x) log
p(x)
p̂(x)

dx

=
N

∑
n=1

∫
Dn

1
ω

N

∑
i=1

ωiG(x−xi;σ 2) log
1
ω ∑N

i=1 ωiG(x−xi;σ 2)
1
α ∑k

j=1 ωτ( j)G(x−µτ( j);σ 2)
dx

≈
N

∑
n=1

∫
Dn

ωn

ω
G(x−xn;σ 2)[log

α
ω

+ log
ωnG(x−xn;σ 2)

ωτ(c(n))G(x−xτ(c(n));σ 2)
]dx
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=
N

∑
n=1

ωn

ω
[log

α
ω

+ log
ωn

ωτ(c(n))
+

(xn−xτ(c(n)))
2

2σ 2 ] (2.15)

= log
α
ω

+
N

∑
n=1

ωn

ω
[(E(xτ(c(n)))−E(xn))+

(xn−xτ(c(n)))
2

2σ 2 ] = D̂(p||p̂).

(a) (b) (c) (d)
图 2.16: (a)具有四个粒子 xi, i = 1,2,3,4的一维分布 p(x)。(b)具有 50个粒子的二维分布 p(x),我们在
图像中显示 log p(x)用以可视化。(c)具有 6个粒子的 p̂1(x)，D(p||p̂)无变化。(d)具有 6个粒子的 p̂2(x)，
这 6个粒子使 |p− p̂|最小化。©[2002]IEEE。经许可重印，来自参考文献 [9]。
公式 (2.15)具有直观的含义。第二项表明每个选定的 xτ(c(i)) 应具有较大的权重 ωτ(c(i)). 第三项包含

从 So 中的粒子到 S中粒子的吸引力。因此，该项有助于在 Sk 中拉开粒子，并且还起到鼓励选择具有较

大权重粒子的作用，如第二项一样。为了证明 D̂(p||p̂)对 D(p||p̂)近似的好处,我们给出了两个实验。

图 2.16.(a)显示了一个一维分布 p(x)，它是 N = 4高斯（粒子）的混合模型。我们索引从左到右的

中心 x1 < x2 < x3 < x4。假设我们想为 SK 和 p̂(x)选择 K = 3个粒子。
S3: {x1,x2,x3} {x1,x2,x4} {x1,x3,x4} {x2,x3,x4}

D(p||p̂): 3.5487 1.1029 0.5373 2.9430
D̂(p||p̂): 3.5487 1.1044 0.4263 2.8230
|p− p̂|: 0.1000 0.1000 0.3500 1.2482

表 2.1: 左边图 2.16中一维分布的不同粒子集 S3 的 p(x)和 p̂(x)之间的距离。

表 2.1显示了四种可能的组合中 p(x)和 p̂(x)之间的距离。第二行是 KL散度 D(p||p̂)，第三行是估
计值 D̂(p||p̂)。如果粒子分离良好，近似是非常准确的。

两种方法都选择 (x1,x3,x4)作为最佳 S. 粒子 x2虽然比 x3和 x4具有更高的重量，但是由于它接近 x1，

所以它没有受到 KL散度的支持。第四行显示了 p(x)和 p̂(x)之间差的绝对值。这个距离支持 (x1,x2,x3)

和 (x1,x2,x4)。相比之下，KL散度支持彼此分离的粒子，并在尾部获得显著的峰值。

这个想法在图 2.16中得到了更好的证明。图 2.16.(b)显示了 log p(x) =−E(x)，为了显示，它被重
新进行了归一化。p(x)由 N = 50个粒子组成，其中心由黑点表示。能量 E(xi), i = 1,2, ...,N 均匀地分布

在区间 [0,100]中。因此它们的权重具有指数阶不同。图 2.16(c)展示了 log p̂(x)，其中 k = 6个粒子使

D(p||p̂)和 D̂(p||p̂)最小化。图 2.16(d)显示了最小化绝对值 |p− p̂|的 6个粒子。很明显，图 2.16.(c)具

有更多分散的颗粒。

2.5.1 Parzen窗讨论

利用来自 SMC的 n个样本估计密度 p(x)的一个类似方法是 Parzen窗。对于这种方法，我们假设

x周围区域的分布具有特定的形式。例如，假设与核函数相似的“窗口函数”ϕ(x)是 d维超立方体。此
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函数是一个指示器，如果样本位于以原点为中心的单位超立方体内，则返回值 1，否则返回 0。则落入

xi 周围边长为 ℓ的立方体中的样本数 Sn 为

Sn =
n

∑
i=1

ϕ(
x−xi

ℓ
).

为了把这个计数转换成 x处分布的估计，我们简单地取对窗口体积 V 和样本数量的均值，

pn(x) =
1

nV
Sn.

这一策略估计 x处的分布,它允许其他样本的影响随与 x的接近而增加。

这是 Parzen窗的一般框架，实际上我们可以选择任何积分为 1的非负窗口函数 ϕ(x)。此外，我们
可以为不同的样本点选择不同的函数。这意味着可以将分布估计为窗口函数的线性组合。根据所选窗

口的大小，分布将基本上成为焦点。

图 2.17: 使用 3种不同窗口大小的 Parzen窗口估计。窗口大小从左向右减小。

图 2.17显示了使用不同大小的高斯窗函数的相同数据的一系列图示。我们看到，窗口越大，概率函

数越平滑。对于小窗口，景观呈现为一组分离的尖峰。

要理解这一点，考虑在山地景观中使用相机进行近景拍摄。在远景拍摄时，对应于较小的 ℓ，山是

完全可见的，但与图像其余部分的其他特征（湖泊，田地等）相比，呈现为小而尖锐的峰。另一方面，

当相机在山上放大进行近景拍摄时，它们将占据整个画框，并且可以看到整个范围中越来越小的部分。

峰之间的山脊的具体细节可能成为焦点，但整体景观更难理解。有效地使用这种技术需要在这两种想

法之间找到平衡点。

为了将这种想法与 SMC结合起来，我们回想我们的目标概率 p(x)被分布 g(x)近似。样本从 g中

收集，且每个样本根据 ω(xi) =
p(xi)
g(xi)
分配权重。对于每一个样本 xi,我们有一个特定的窗函数，比如具

有均值 xi 和方差 vi 的正态分布。则 p(x)的 Parzen窗估计由下式给出

pn(x) =
n

∑
i=1

w(xi)N(x−xi,vi).

上面的一般 Parzen窗估计 p̄n 的均值可以通过以下公式计算

p̄n(x) = E[pn(x)] =
1
n

E[
1
V

Sn] =
1
n

E[
n

∑
i=1

1
V

ϕ(
x−xi

ℓ
)]

n→∞−−→
∫ 1

V
ϕ(

x− z
ℓ

)p(z)dz (2.16)
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正如前面所讨论而现在数学上表明，平均值为目标分布与窗口函数的卷积。从渐近的角度看，如果要求

lim
n→∞

V = 0，则均值将接近真值。对于方差，因为 p(x)是独立变量的和，所以我们简单地对每个变量的
方差求和并推导得出

nσ 2
n (x) = n

n

∑
i=1

E[(
1

nV
ϕ(

x−xi

ℓ
)− 1

n
p̄n(x))2]

= n
n

∑
i=1

E[
1

n2V 2 ϕ 2(
x−xi

ℓ
)]− p̄2

n(x)

n→∞−−→ 1
V

∫ 1
V

ϕ 2(
x− z
ℓ

)p(z)dz−
(∫ 1

V
ϕ(

x− z
ℓ

)p(z)dz
)2

(2.17)

这一结果与先前提出的山的类比一致。方差与窗口 V 的体积高度相关。对于较大体积或等价较大的 ℓ，

每个点的窗函数都是平滑的，并且结果分布的方差是减少的。

2.6 蒙特卡罗树搜索

蒙特卡罗树搜索是马尔可夫决策过程中的一种随机决策程式，它通过预先搜索多个情况并利用它

们对最有希望的即时行为积累支撑。

马尔可夫决策过程 (MDP)用于强化学习，其中智能体在环境中执行动作，并且基于所执行的动作不时
地得到奖励。在具有当前状态 s 的 MDP 中, 智能体执行动作 a，环境达到新状态 s′，其仅取决于当前

状态 s和执行的动作 a。同时，智能体得到奖励 R(s′)。设 Ω表示所有状态的空间，A表示可能的动作

的空间，当系统处于状态 s ∈ Ω时智能体执行动作 a ∈ A，然后系统到达新状态 s′，该状态是来自分布

p(s′|a,s)的一个样本。
MDP的例子诸如双陆棋、国际象棋和围棋之类的游戏，或者探索环境的机器人。极点平衡是另一

个例子，其中每次极点下降时奖励为负，否则为零。

我们的目标是学习在每个状态采取什么动作以便使期望的奖励最大化。为此，人们希望学习一种策

略 π : Ω→ A，其中 π(s)表示对一个状态 s为使期望奖励最大化而采取的最佳动作。在某些情况下使用

非确定性策略 π : A×Ω→ R，其中 π(a|s)表示在状态 s中采取行为 a的概率。

基于当前策略 π 从每个状态 s开始的期望奖励由状态-价值函数vπ : Ω→ R表示。我们还可以考虑
动作-价值函数qπ : Ω×A→ R，其中 q(s,a)表示在状态 s中采取动作 a时总的期望奖励。

在动作状态空间 Ω×A是有限的且不是很大的特殊情况下，可以在智能体探索环境时估计状态-价

值和动作-价值函数，并通过一些动态规划类型的算法，可以学习到越来越好的策略。然而，在大多数应

用中，状态空间太大以至于实际上不可能记住价值函数 vπ(s)或动作价值函数 qπ(s,a)。在这些情况下，

可以使用近似方法。

蒙特卡罗树搜索 (MCTS)就是这样一种近似方法，它通过探索不同的动作、并基于同时获得的奖励

获得对每个动作的支持，从而从当前状态 st 开始估计即时动作-价值函数 qπ(st ,a)。请注意，对于所探索

的每个状态 st 都运行单独的MCTS，如图 2.18所示。

蒙特卡罗树搜索的不同变体已成功用于许多应用，包括特征选择 [3]，其中MCTS在 NIPS 2003特

征选择挑战的许多数据集上获得了当时最好的结果。另一个应用是解决量化约束满足问题（QCSP），其

中 [1]中描述的改进MCTS在性能表现上超过了大规模问题的现有最好的 α−β 搜索算法。
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图 2.18: 蒙特卡罗树搜索通过估计每个可能的即时动作的期望奖励来决定在当前状态 st 中要采取的最
佳动作。

2.6.1 纯蒙特卡罗树搜索

在当前状态 st，蒙特卡罗树搜索（MCTS）程式用于建立对最有希望的动作的支持，并决定可能采

取的最佳动作。为此，树以当前状态为根进行生长，以最优的动作为直接分支。树是迭代构建的，在每

个MCTS迭代中，一个叶子被添加到树中，并且树策略被更新。

树策略用于引导树到达叶节点。树策略平衡了对新分支的探索和对已存在的树分支的利用。可以

使用的可能的树策略有很多，但有一种流行的策略是树的上限置信算法（UCT），将在本节末尾对其进

行介绍。从叶节点开始，一种默认策略用于树搜索直到一段搜索结束（例如，当达到一个胜利/失败状

态时）。

每个MCTS迭代过程可以分解成四个部分，如图 2.19所示。

a) 选择：在这个阶段，树策略基于学习的获胜机会随机采样最有希望的状态，直到到达具有未访问

的子节点的节点 L。

b) 扩张：除非搜索在节点 L处结束，否则用一个或多个子节点（基于可能的动作）扩张节点，并且

随机选择一个子节点C。

c) 模拟：使用从状态C开始的默认策略来玩搜索游戏，直到达到结果（例如游戏结束）。

d) 反向传播：结果用于更新从叶节点C到根的路径上的获胜计数（因此也即树策略）。

图 2.19: 蒙特卡罗树搜索迭代的四个部分的说明。

这四个步骤在 MCTS的每次迭代中执行，并且迭代次数取决于计算预算。当达到计算预算时，搜

索终止，并且使用最新的树策略来决定在根节点 st 处采取的最佳动作。在采取该动作之后，新状态为

st+1，并且以 st+1 作为根节点再次执行 MCTS。用 st 作为根节点生长的树可以被丢弃，或者更好的是，

具有根 st+1 的子树可以被重新用于新的MCTS。
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观察到在每次MCTS迭代中，至少有一个节点被添加到树中，并且根节点处的总计数递增 1。通过

这种方式，在多次迭代之后，根节点的子节点处的总计数很高，因此在估计这些子节点中的每一个的期

望奖励时将获得越来越好的准确性。

对于每个树节点 v，两个值需要保持：节点已被访问的次数 N(v)和经过节点的播出的总奖励 Q(v)。

然后，比率 Q(v)/N(v)是经过节点 v播出的期望奖励的近似值。

N(v)和 Q(v)的值用于定义树策略，他们因此随着树的增长而变化。最受欢迎的树策略之一是树的

上限置信算法（UCT）。它旨在平衡对未访问子节点的探索与对已访问子节点的利用（再访）。

根据 UCT，对于每个树节点 v，选择子节点 j以最大化：

UCT ( j) =
Q( j)
N( j)

+ c

√
2lnN(v)

N( j)
(2.18)

其中 c > 0是常数。注意，如果 N( j) = 0，则UCT ( j) = ∞，因此在进一步探索已访问的子节点之前，必
须访问所有未访问的子节点。因此，UCT是一种广度优先搜索策略。

当达到计算预算时，可根据 [7]中描述的下列标准之一来选择要采取的最佳行为：

1. 最大的子节点。选择最高估计奖励的子节点。

2. 健壮的子节点。选择访问量最大的子节点。

3. 最大-健壮的子节点。选择同时访问最多和最高奖励的子节点。如果没有这样的子节点存在，MCTS

将继续进行，直到达到最高奖励的子节点的最低访问次数。

4. 安全的子节点。选择最大化置信下限的子节点。

MCTS有许多变体，包括许多树策略、学习策略等。MCTS方法和应用的全面综述可以在 [2]中看

到。

2.6.2 AlphaGo

AlphaGo [8]是对 MCTS的修改，以适用于玩围棋游戏。Go是一种比国际象棋更具挑战性的游戏，

因为所有可能的游戏空间大小具有 250150 ≈ 21200（每种配置约 250个可能的走法，总游戏长度约为 150）

的数量级，而国际象棋的空间大小为 3580 ≈ 2410的数量级。搜索空间的庞大规模使的穷尽搜索最佳走法

不可行。除了较大的搜索空间，一个可能更大的挑战是难以找到可以评估任何位置获胜机会的良好状

态值函数。

由于纯MCTS的广度优先搜索特性以及从每个位置大量的可能走法，直接应用MCTS是不合适的。

由于这些原因，作者采用了基于学习的策略来减小游戏的广度（从当前配置可能的走法的空间）和每个

走法的评价深度。

通过使用树策略来减少游戏的广度，该策略在给定当前配置的情况下估计下一个棋子的最有希望

的位置 a。通过利用一个学习到的价值函数 V (s)，它评估从状态 s的获胜机会，每个可能的走法的评估

深度也降低了。

为了描述策略和价值函数，我们首先需要描述在 AlphaGo MCTS策略和价值函数中使用的三个学

习策略网络 pσ (a|s), pρ(a|s), pπ(a|s)和一个价值网络 vθ (s)。
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• 首先，从 160,000个游戏和大约 3000万个棋盘走法中，策略网络 pσ (a|s)以有监督方式学习得到。
基于从当前配置 s中提取的大量特征，该模型建立了一个 13层 CNN（卷积神经网络）。

• 通过增加更多的训练数据，策略网络被进一步改进。这些训练数据是在当前策略网络与旧的策略

网络自我博弈下产生的。这样就得到了一个改进的策略网络 pρ(a|s)。

• 默认（快速走子）策略 pπ(a|s)也被训练为扩展特征集上的线性模型。快速走子策略比策略网络快
约 1000倍，并用于蒙特卡罗树搜索的模拟步骤。

• 价值网络 vθ (s)也训练为 CNN，使用与策略网络 pσ (a|s)相同的特征再加上一个表示当前玩家颜色
的特征。为了避免过拟合，训练数据包括从单独的游戏中自玩而获得的 3000万个配置。使用快速

走子策略 pπ(a|s)，价值网络 vθ (s)获得比蒙特卡罗展开更好的位置评价准确度，并且与使用策略

网络 pρ(a|s)的蒙特卡罗展开相当，但快 15,000倍。

对于 MCTS，树的每个边 (s,a)都存储了 MCTS模拟上的访问计数 N(s,a)、动作价值 Q(s,a)和先

验概率 P(s,a) = pσ (a|s)。然后，MCTS以如下步骤进行：

a) 选择：游戏通过选择配置 s处的动作

at = argmax
a

[Q(s,a)+u(s,a)] (2.19)

来玩，直到到达叶子节点 sL，其中 u(s,a) ∝ P(s,a)/(1+N(s,a))。

b) 扩张：除非游戏在叶子节点 sL 处结束，否则叶子节点通过合理的走子 a扩张，并计算、存储先验

概率 P(sL,a) = pσ (a|sL)。

c) 模拟：使用从状态 sL开始直到游戏结束的快速策略 pπ(a|s)，游戏通过蒙特卡罗展开来玩，获得输
出结果 zL。sL 的值计算如下：

V (sL) = (1−λ )vθ (sL)+λ zL (2.20)

d) 反向传播：游戏结果 zL用于更新从叶片 sL到根部路径上的访问计数 N(s,a)和动作价值 Q(s,a)，如

下式(2.21)描述。

在 n次MCTS模拟之后，访问次数和动作价值为：

N(s,a) =
n

∑
i=1

1(s,a, i),

Q(s,a) =
1

N(s,a)

n

∑
i=1

1(s,a, i)V (si
L)

(2.21)

其中 si
L 是在模拟 i中到达的叶子节点，1(s,a, i)是二进制指示器，指示是否在模拟 i中遍历了边 (s,a)。

我们注意到，与标准的MCTS不同，叶子的值 V (SL)不完全由蒙特卡罗展开确定，而是展开结果和

价值网络 vθ (sL)预测的混合。比较 AlphaGo仅使用价值网络（没有展开）或仅使用展开的性能，结果

表明展开的性能优于价值网络，但是来自 Eq. (2.20)且 λ = 0.5的组合比两者都好得多。
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2015年 10月，AlphaGo以 5-0战胜欧洲冠军二段选手樊麾，并于 2016年 3月以 9-1战胜九段职业

选手李世石。然后在 2017年，AlphaGo以 3-0战胜了世界排名第一的围棋选手柯洁，并被中国围棋协

会授予专业九段。

练习

图 2.20: 问题 1的图。

问题 1。2D平面中的重要性采样和有效样本数。假设目标分布 π(x,y)是对称高斯分布，均值 µ = (2,2)

，标准差 σ = 1。假设我们使用近似分布 g(x,y)作为试验密度，它是一个高斯分布，均值 µ0 = (0,0)，标

准偏差 σ0。则

π(x,y) =
1

2π
e−1/2[(x−2)2+(y−2)2], g(x,y) =

1
2πσo

e−1/(2σ 2
o )[x

2+y2]

我们估计变量 θ =
∫ √

y2 + x2π(x,y)dxdy。我们比较了三种重要性采样参考概率的有效性。

• 步骤 1,计算 θ̂1: 通过直接从 π(x,y)采样 n1个样本来估计 θ。由于这两个维度是独立的，因此可以
从一维边缘高斯中对 x和 y进行采样。

• 步骤 2,计算 θ̂2: 通过从 gxy采样 n2 个样本来估计 θ，其中 σ0 = 1。

• 步骤 3,计算 θ̂3 : 通过从 gxy采样 n3 个样本来估计 θ，其中 σ0 = 4。

i)在一个图中，相对于 n绘制 θ̂1, θ̂2, θ̂3（增加 n以使它们收敛）以比较收敛速率。在运行实验之前，

请尝试猜测步骤 3 是否比步骤 2 更有效。[可以在几个点 n = 10,100,1000,10000, 使用对数图] ii) 估算

“有效样本量”的值。我们建议式(2.6)中的估计器，

ess(n) =
n

1+varg[ω]

但我们不确定它有多好。由于步骤 1 中的样本都是直接从目标分布中抽取的“有效”样本，我们使用

ess∗(n1) = n1 作为真实值，并比较步骤 2和步骤 3的有效样本大小，即真实 ess∗(n2)和 ess∗(n3)是估计
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误差达到与步骤 1的水平相同时的数目。绘制相对于 ess∗(n2)的 ess(n2)和相对于 ess∗(n3)的 ess(n3)，并

讨论结果。

问题 2。估计 (n+1)× (n+1)网格中自避行走的数量。假设我们总是从位置 (0,0)开始,即左下角。我

们为变化长度为 N 的 SAW r = (r1,r2, ,rN)设计了一个试验（参考）概率 p(r)。然后我们从 p(r)中采样

了多个 M SAW，并且估计计算如下。本章举例说明一些结果。

在每一步，试验概率 p(r)可以选择停止 (中断路径)或向左/右/上/下，只要它不与自己相交。每个

选项都与（读者的设计）概率相关联，并且这些概率在每一点上和是 1。

1)对于 n = 10 [尝试M = 107到 108]，SAW的总数 K是多少？为了澄清：一个正方形是 2×2的网格且

n = 1。绘制 K对M（在对数 -对数图中）的图示并监视顺序重要性采样（SIS）过程是否已收敛。尝试

比较 p(r)的至少 3种不同设计，看看哪种设计更有效。例如，只要正确计算 p(r)，就可以多次从之前

找到的路径开始。

2)从 (0,0)开始到 (n,n)结束的 SAW总数是多少？在这里，读者仍可以使用与上面相同的采样程式，但

只记录成功到达 (n,n)的 SAW。这个数字的真值是我们讨论过的：1.5687×1024。

3)对于 1）和 2）中的每个实验，在直方图中绘制 SAW的长度 N 的分布（想一想：在计算直方图时是

否需要对 SAW进行加权？）并可视化（打印）你找到的最长 SAW。
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第 3章 马尔可夫链蒙特卡罗 -基础

松下问童子，言师采药去。只在此山中，云深不知处。
—贾岛【779-843】

引言

马尔可夫

想象你进入了一个很大的国家公园（在上面的诗中是一座山），你的路径本质上是一个

有界空间中的马尔可夫链。你驻足一个景点的频率正比于它的名气。你怎样才能预测你朋

友在某一时刻 t 的位置 x? 该位置的不确定性是一个分布 pt(x)。

马尔可夫链蒙特卡罗（MCMC）是一种在高维空间中从概率生成无偏样本通用技术，由

从区间 [a,b]上的均匀分布中抽取的随机数驱动。马尔可夫链被设计为具有一个概率分布函

数 π(x)作为其平稳（不变）概率。许多物理、化学和经济学中的随机系统可以用MCMC进行模拟。本

章概述了马尔可夫链及其定义属性。此外，讨论了马尔可夫链唯一平稳分布的存在性定理，并给出了在

模拟退火和网页流行度排序中的应用。

3.1 马尔可夫链基础

马尔可夫链是随机系统的一种数学模型，它的离散的或连续的状态由转移概率 P控制。马尔可夫

链中的当前状态仅取决于最近的先前状态，例如 1阶马尔可夫链
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Xt |Xt−1, . . . ,X0 ∼ P(Xt |Xt−1, . . . ,X0) = P(Xt |Xt−1)

马尔可夫性意味着空间或时间上的“局部性”，例如马尔可夫随机场和马尔可夫链。事实上，离散

时间马尔可夫链可以看作是马尔可夫随机场（因果和一维）的一种特殊情况。

一个马尔可夫链通常表示为

MC = (Ω,ν0,K)

其中 Ω是状态空间, ν0 : Ω→ R是状态上的初始概率分布，K : Ω×Ω→ R是转移概率，也称转移核。
假设 Ω是可数的 (甚至更好，有限的),则 K 是转移概率 K(Xt+1|Xt)的矩阵。在时间 n处,马尔可夫

链状态将服从概率，

νn = ν0Kn.

例 3.1 假设有一个有限的状态空间，|Ω|= N ∼ 1030，则转移概率 K 将由 N×N 转移矩阵表示

K(Xt+1|Xt) =


k11 · · · kN1
...

. . .
...

k1N · · · kNN


(N×N).

转移矩阵通常是稀疏的，但并非总是如此。

因此，在 SMC中我们尝试构造试验概率 g(x),而在 MCMC中我们将构造转移矩阵 K(Xt+1|Xt)。因

此,

Xn ∼ (· · ·)(1×N)︸ ︷︷ ︸
νn

= (· · ·)(1×N)︸ ︷︷ ︸
νn−1


k11 · · · kN1
...

. . .
...

k1N · · · kNN


(N×N).

图 3.1: 五个家庭的贸易图示。
例 3.2 五个家庭。假设一个岛上有五个家庭。有 1,000,000个代币用作其货币，我们将财富归一化，使

值为 1意味着拥有所有代币。设 νt 表示 t 年之后 5个家庭财富的 5×1的向量。每个家庭都与其他家庭

进行商品交易。例如，家庭 1将花费 60%的收入从家庭 2中购买，并留下其余 40%，依此类推，如图

3.1所示。一个问题是：经过多年的发展，这些家庭间的财富将会怎样分配？以不同的方式提问，假设

我们用特殊颜色（例如，红色）标记一个代币，在多年之后，我们想知道决定谁拥有这个代币的概率分

布是什么。
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我们将其转换为数学模型，用 Ω = {1,2,3,4,5}表示红色代币的状态空间。则转移核为

K =



0.4 0.6 0.0 0.0 0.0

0.5 0.0 0.5 0.0 0.0

0.0 0.3 0.0 0.7 0.0

0.0 0.0 0.1 0.3 0.6

0.0 0.3 0.0 0.5 0.2


.

从不同的初始条件开始计算财富分配，我们得到表 3.1中的结果。

表 3.1: 从不同的初始分布开始，在例 3.2中收敛后的最终财富分配。

Year A B
1 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0
2 0.4 0.6 0.0 0.0 0.0 0.0 0.3 0.0 0.7 0.0
3 0.46 0.24 0.30 0.0 0.0 0.15 0.0 0.22 0.21 0.42
4 … …
5 … …
6 0.23 0.21 0.16 0.21 0.17 0.17 0.16 0.16 0.26 0.25
... … …
Final 0.17 0.20 0.13 0.28 0.21 0.17 0.20 0.13 0.28 0.21

在有限状态马尔可夫链的某些条件下，该状态收敛到一个不变概率

lim
n→∞

ν0Kn = π.

在贝叶斯推理中，给一个目标概率 π，我们目的是构造一个马尔可夫链核 K，使 π 是 K 的唯一不变概

率。

一般来说，有无数的 K’具有相同的不变概率。

X1 −→ X2 −→ ·· · −→ Xn −→

∼ ∼ ∼ ∼

ν1 ν2 · · · νn π

假设给出 Ω和目标概率 π = (π1, · · · ,πN)(1×N)，我们的目的是构造 ν0 和 K 使得

1) πK = π;这是马尔可夫链具有平稳概率 π 的必要条件。

2) 快速收敛。使用以下方式可以获得快速收敛：

– 良好的初始概率。ν0。

– 良好的转移矩阵。K。

通常，由于局部连通性，转移矩阵是稀疏的（几乎处处为零），即，因为MCMC移动的新状态通常接近

当前状态。但有些特例并非如此，例如章节 6中的 Swendsen-Wang算法。
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3.2 转移矩阵的拓扑：相通与周期

现在，我们核对马尔可夫链构造的条件。

1. 随机矩阵。核矩阵 K 应当是一个随机矩阵,即

N

∑
j=1

Ki j = 1, ∀i ∈Ω, Ki j > 0,

或以矩阵形式：

K1 = 1,

其中 1是元素为 1的 N×1向量: 1 = (1, ...,1)T。

2. 全局平衡。另一个必要条件是全局平衡：

πK = π →
N

∑
i=1

πiKi j = π j ∀ j ∈Ω。

这种情况可以用细致平衡条件（充分非必要条件）代替：

π(i)Ki j = π( j)K ji, ∀ i, j ∈Ω。 (3.1)

实际上，细致平衡意味着平稳性：

πK = ∑
i

π(i)Ki = ∑
i

π(i)
(

Ki1, . . . ,KiN

)
= ∑

i

(
π(1)K1i, . . . ,π(N)KNi

)
= π,

特别是全局平衡

∑
i

π(i)Ki j = ∑
i

π( j)K ji = π( j)∑
i

K ji = π( j)。

满足细致平衡条件的核称为可逆的。

回到例 3.2我们可以推断，全局平衡方程表示总财富守恒。实际上，家庭 j收到的总额是 ∑i π(i)Ki j

，它等于家庭 j的财富 π( j)，即家庭 j所花的金额。

在给定 π 的情况下，有非常多的方法来构造 K。在全局平衡中，我们有 2N 个方程包含 N×N 个未

知数，在细致平衡中我们有 N2

2 +N 个方程包含 N×N 个未知数。

3. 不可约性。状态 j可以从状态 i可达，如果存在一个步骤 M，使 (KM)i j > 0,，其中

i→ j (KM)i j = ∑
i1,...,iM−1

Kii1 · · ·KiM−1 j > 0。
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如果 i和 j相互可达，那么记 i↔ j。相通关系↔将状态空间划分为不相交的等价（相通）类，即

Ω = ∪C
i=1Ωi。

定义 3.1 如果马尔可夫链的转移矩阵 K 只有 1个相通类，则它是不可约的。

例 3.3 不可约的马尔可夫链:

1 2

3

4

5

6

7

例 3.4 可约的马尔可夫链:

1 2

3

4

5

6

7

⇓

1 2

3

4

5

6

7

一般来说，贪心优化算法有一个可约链，并将陷入一个局部最优。

给定目标分布 π，理想的转换核是 K =


π
π
...

π

，无论它从哪里开始，它总是一步收敛。然而，通常
很难直接对分布 π 进行采样，因此该核在实践中不是很有用。
4. 非周期性。为了定义非周期性，我们首先需要定义一个周期性马尔可夫链。

定义 3.2 如果存在一个唯一的划分将图 G分成 d 个循环类，则具有转移矩阵 K 的不可约马尔可夫链具

有周期 d：

C1, . . . ,Cd, ∑
j∈Ck

Ki j = 1, ∀i ∈Ck−1.
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备注 3.1 在周期性马尔可夫链中，每个单独循环类中的状态之间没有连接。转移矩阵是以下形式的分块
矩阵。

K =




然后，Kd 的转移矩阵变为对角分块矩阵。

Kd =




这意味着 K 有一个相通类，但 Kd 有 d 个相通类。

例 3.5 考虑具有以下转移核的马尔可夫链。K =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 .

1

23

它的周期是 3并且在三个分布之间交替：(1 0 0)→ (0 1 0)→ (0 0 1).

定义 3.3 如果具有转移矩阵 K 的不可约马尔可夫链的最大周期是 d = 1，则它是非周期的。

5. 平稳分布。具有转移核 K 的马尔可夫链具有平稳分布 π，如果满足 πK = π。
可能存在许多关于 K 的平稳分布。即使存在平稳分布，马尔可夫链也可能并不总收敛于它。

例 3.6 考虑具有转移核的马尔可夫链：K =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

。π = ( 1
3

1
3

1
3)是它的一个平稳分布，但可能永远

不会收敛到它，如例 3.5所示。

3.3 Perron-Frobenius定理

Theorem 3.4 (Perron-Frobenius) 对于任何原始（不可约和非周期）N×N的随机矩阵 K，K具有特征值

1 = λ1 > |λ2|> · · ·> |λr|
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其具有多重性 m1, ...,mr 和左右特征向量 (ui,vi)。则 u1 = π,v1 = 1,且

Kn = 1 ·π +O(nm2−1|λ2|n).

定义 λslem = |λ2|,其是第二大特征值模，可以看到收敛速度取决于 λslem。

备注 3.2 如果 K 是可约的，并且具有 C个相通类，则它是一个具有 C块的分块对角矩阵。因此，特征

值 1具有至少C个不同的特征向量，且 K 不具有唯一不变概率。

备注 3.3 如果 K是不可约的但是周期 d > 1，那么它至少有 d个模为 1的不同的特征值，即 dth单位根。

这是因为可以通过归纳证明它的特征多项式是 det(tI−K) = det(tdI−K1...Kd)，其中 K1, ...,Kd 是非零块。

K1, ...,Kd 都具有特征值 1，所以 U = K1...Kd 具有特征值 1，因此其特征多项式 det(tI−U)可被 t−1除

尽。因此，det(tI−K) = det(tdI−U)可被 td−1除尽。

假设 K 是 N×N 正非对称矩阵，并且具有 N 个特征值。

λ1

u1 v1

· · · · · · · · · λN

uN vN

每个特征值具有相应的左右特征向量。λ ,u,v都是复数。

uiK = λiui, ui : 1×N

Kvi = λivi, vi : N×1

因此，

K = λ1v1u1 +λ2v2u2 + · · ·+λN vN uN

K ·K =
N

∑
i=1

λiviui ·
N

∑
j=1

λ jv ju j =
N

∑
i=1
j=1

λiλ jviuiv ju j,

{
if i 6= j uiv j = 0

if i = j uiv j = 1
.

因此，

Kn = λ n
1 v1u1 +λ n

2 v2u2 + · · ·+λ n
N vN uN .

复习

既然有全局平衡，

πK = π =⇒ λ1 = 1,u1 = π
K1 = 1 =⇒ λ1 = 1,v1 = 1

}
=⇒ λ1 · v1 ·u1 =


π
π
. . .

π

 .

因此，

Kn =


π
π
. . .

π

+ ε︸︷︷︸
→0

, if |λi|< 1,∀i > 1,
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所以当 n→ ∞时，Kn 逼近理想的核


π
π
. . .

π

。

3.4 收敛措施

比较让人感兴趣的是状态 i，它是概率的全局最优，

i∗ = argmaxπ(x)。

定义 3.5 给定具有转移核 K 和不变概率 π 的马尔可夫链 (x0, ...,xn, ...)，我们定义

i) 状态 i的首中时（在有限状态下）

τhit(i) = inf{n > 1;xn = i,x0 ∼ ν0}, ∀i ∈Ω。

E[τhit(i)]是由 K 控制的马尔可夫链的 i的平均首中时。

ii) 状态 i的首次返回时间

τret(i) = inf{n > 1;xn = i,x0 = i}, ∀i ∈Ω。

iii) 混合时间

τmix = min
n
{‖ν0Kn−π‖TV 6 ε,∀ν0},

其中总变差定义为

‖µ−ν‖TV =
1
2 ∑

i∈Ω
|µ(i)−ν(i)|= ∑

A

(
µ(i)−ν(i)

)
, A = {i : µ(i)> ν(i), i ∈Ω}。

定义 3.6 K 的收缩系数是转移核中任意两行之间的最大总变差（TV）范数，它由下式计算

C(K) = max
x,y
‖K(x, ·)−K(y, ·)‖TV。

例 3.7 考虑生活在岛上的五个家庭的马尔可夫核，其中他们的值与例 3.2中的值不同

K =



0.3, 0.6, 0.1, 0.0, 0.0

0.2 0.0, 0.7, 0.0, 0.1

0.0, 0.5, 0.0, 0.5, 0.0

0.0, 0.0, 0.4, 0.1, 0.5

0.4, 0.1, 0.0, 0.4, 0.1


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1)在图 3.2左边，我们在 2D平面中绘制了五个复特征值。

图 3.2: 例 3.7的五个家庭的核。左：五个复特征值。右：µn = ν ·Kn 和不变概率 π 之间的 TV范数和 KL
散度。

不变概率是 π = (0.1488 0.2353 0.2635 0.2098 0.1427)。第二大特征值具有 λslem = ‖λ2‖= 0.7833。

2)假设我们从初始概率 ν = (1,0,0,0,0)开始，即我们确定初始状态是在 x0 = 1。因此,在第 n步,马

尔可夫链状态服从分布 µn = ν ·Kn。我们使用 TV范数计算 µn 和 π 之间的距离，

dTV(n) = ||π−µn||TV =
1
2

5

∑
i=1
|π(i)−µn(i)|,

或者 KL散度,

dKL(n) =
5

∑
i=1

π(i) log
π(i)
µn(i)

。

图 3.2右边显示了前 140步的两个距离 dTV(n)和 dKL(n)。

图 3.3: µn = ν ·Kn 和不变概率 π 之间的 TV范数以及来自方程(3.2)和(3.3)的两个界限 A(n)和 B(n)。左：
原始比例。右：对数比例。

3)我们计算 K 的收缩系数。注意收缩系数是转移核中任意两行之间的最大 TV范数，

C(K) = max
x,y
||K(x, ·)−K(y, ·)||TV。
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我们可以证明

||ν1 ·K−ν2 ·K||TV ≤C(K)||ν1−ν2||TV。

因为 ||ν1−ν2||TV ≤ 1,如果C(K)< 1,那么收敛速度的上界为

A(n) =Cn(K)≥Cn(K)||ν1−ν2||TV ≥ ||ν1 ·Kn−ν2 ·Kn||TV, ∀ν1,ν2。 (3.2)

对于这个例子，可以看到C(K) = 1，所以约束不是很有用。

4)另一个界限 – Diaconis-Hanlon界限为

B(n) =

√
1−π(x0)

4π(x0)
λ n

slem ≥ ||π−νKn||TV, (3.3)

其中 x0 = 1是初始状态，π(x0)是 x = 1时的目标概率。在原始比例和对数比例上，图 3.3显示了实际收

敛速度 dTV(n)与 A(n)和 B(n)的比较。该界限保持直到达到机器精度。

3.5 连续或异构状态空间中的马尔可夫链

在连续情况下，目标分布 π : Ω→ R 是一个概率密度函数 π(x)，转移核是一个条件概率密度函数
K(x,y) = K(y|x),所以

∫
Ω K(x,y)dy = 1。

则对于任何事件 A⊆Ω都一定满足全局平衡方程，

πK(A) =
∫

A

∫
Ω

π(x)K(x,y)dxdy =
∫

A
π(x)dx = π(A),

连续情况下的细致平衡方程为∫
A

∫
B

π(x)K(x,y)dxdy =
∫

A

∫
B

π(y)K(y,x)dxdy。

在实践中，Ω是由离散/有限和连续变量组成的混合/异构空间。

N = 1 N = 2 N = 3

diffusions jumps

Ω

•

图 3.4: 例 3.8中异构空间的跳跃-扩散过程。

例 3.8 考虑 X = {N,(xi,yi), i = 1, . . . ,N}的异构空间,其中 N是一个图片中的人数，(xi,yi)是他们的位置。
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在这种情况下，有许多不同的马尔可夫链过程，如图 3.4所示。不可约的 MCMC 将具有许多动态过程

（子链），例如： 
跳跃

{
死亡/出生

分开/合并

}
过程

扩散

.

3.6 各态历经性定理

定义 3.7 状态 i被称为常返的，如果有

P(τret(i)< ∞) = 1.

否则称为非常返的。τret(i)是返回时间,即从 x返回到 x所需的总的步数。

定义 3.8 满足
E[τret(i)]< ∞

的状态 i称为正常返的，否则为零常返的。如果一个马尔可夫链的所有状态都是正常返的，那么这个马

尔可夫链就是正常返的。

通常，正常返是有无限状态的空间的一个条件。

Theorem 1 (各态历经性定理) 对于一个具有不可约的、正常返的、具有平稳概率 π 的马尔可夫链，在状
态空间 Ω中，设 f (x)为具有关于 π 的有限均值的任何实值函数，那么对于任意初始概率，几乎肯定有

lim
N→∞

1
N

N

∑
i=1

f (xi) = ∑
x∈Ω

f (x)π(x) = Eπ [ f (x)], ∀ f

其中 xi 是马尔可夫链状态 (但不需要是独立同分布)。

3.7 通过模拟退火进行MCMC优化

一个MCMC算法被设计从后验分布 π , X ∼ π 获得样本。我们看到在某些条件下（细致平衡，不可
约性和非周期性），马尔可夫链不变概率将在老化期后收敛到平稳分布 π。
在运行马尔可夫链时通过缓慢改变平稳分布 π，MCMC还可以运用于优化。假设我们想要最大化

函数 f (x) : Ω→ R。我们考虑后验概率

π(x;T ) =
1

Z(T )
exp(− f (x)/T ),

其依赖于温度参数 T。当 T 很大时，概率 π(x,T ) 将具有较小的峰值和局部最大值，使其更容易采样。
当 T 非常小时，概率 π(x,T )将集中在其全局最大值，如图 3.5所示。
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图 3.5: 温度对概率分布的影响。在温度 T = 10时，概率接近均匀分布，而在 T = 0.3时，全局最优值
清楚地呈现。

Scott Kirk-
patrick

退火程序 [1]要求在高温下启动马尔可夫链并缓慢降低直到非常低的温度。该方法

的灵感来自用于在金属或其他材料中产生晶体结构的退火方法。在该过程中，将材料加

热至高温直至其熔化，然后缓慢降低温度以允许原子将其自身定位在低能量构型中，产

生晶体结构。如果材料冷却太快，会产生裂缝或其他缺陷，如小晶体。如果冷却足够慢，

则可以获得具有较少缺陷的较大晶体。

类似地，对于优化，需要选择退火程式，其指定了在马尔可夫链每一步使用的温度。该程式从较高

的 T0 开始，当 k→ ∞时减小到 0，即 limk→∞ Tk = 0。通过该退火程式，概率 π(x,T )变为 π(x,Tk)，一个

时间相关的概率。下表描述模拟退火算法，对于任何 x ∈ Ω, N(x)是在一个马尔可夫链步骤中可从状态

x到达的可能状态的集合。

模拟退火
input: 初始解 x ∈Ω
input: 温度冷却程式, Tk

input: 初始温度 T = T0 > 0

input: 重复程式 Mk-每个温度下执行的迭代次数 Tk

设置温度变化计数器 k = 0

repeat
for m = 0 to Mk do
生成一个解 x′ ∈ N(x)

计算 ∆x,x′ = f (x′)− f (x)

if ∆x,x′ ≤ 0 then
x← x′

else
x← x′，以概率 exp(−∆x,x′/Tk)

end if
end for
k=k+1

until满足停止标准
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基于将上述算法建模为齐次马尔可夫链序列或单个非齐次马尔可夫链，存在两类收敛结果。以下是

来自Mitra [2]的非齐次马尔可夫链结果。

Theorem 3.9 (Mitra 1986)与具有以下更新函数的模拟退火相关的马尔可夫链，

Tk =
γ

log(k+ k0 +1)

对于任何参数 k0 ≥ 1且足够大的 γ，无论初始解 x ∈Ω是什么，都会收敛到全局最优。

实际中，我们不能等太久才能找到解，实践中采用更快的退火程式，线性、甚至指数地递减 t。利

用这些程式，优化算法找到局部最优，其好坏依赖于退火程式和使用的 MC 算法。一些 MCMC 算法，

如 Gibbs采样器，需要缓慢的退火程式来得到较好的解；而其他算法，如 Swendsen-Wang Cut，则允许

更快的冷却程式来得到类似解。

备注 3.4 在许多计算机视觉问题中，寻找 π(x)的全局最优解可能是 NP-hard问题，这意味着不会找到

一个多项式优化算法。在这些情况下，退火程式必须以对数方式减少 t，从相对于问题大小（如 Ω的维
数）使全局最优在指数时间内被找到。

3.7.1 网页排序示例

作为MCMC应用的最后一个例子，我们考虑对一组网页的重要性进行排序。考虑一个有向图 G =

〈V,E〉，其中页面作为节点集合 V ,页面链接作为边缘集合 E。对于特定页面 x，考虑以下两个集合

out(x) = {w|x→ w ∈ E}, in(x) = {y|y→ x ∈ E}。

为了创造一个页面重要性的充分度量，我们需要考虑其连接的页面的两个特征。

1. x的链接是来自具有许多其他链接的页面，还是来自仅显示几个选项的页面？

2. x的链接是来自著名的高流量的页面，还是来自个人网站或博客？

第一点表示，对于所有连接到 x的页面 y，排序度量应该考虑 |out(y)|；而第二点表示页面的重要性
π(x)应该相对于连接到它的页面的重要性 π(y)递归地定义。考虑到这些，我们定义

π(x) = ∑
y∈in(x)

π(y)
|out(y)|

。

为了从排序网页的这种分布中采样，我们使用具有以下转移概率的MCMC

K(y,x) =
1

|out(y)|
。

π 确实是这个马尔可夫链的一个平稳分布，因为 K 满足

∑
y∈V

π(y)K(y,x) = ∑
y∈in(x)

π(y)K(y,x) = ∑
y∈in(x)

π(y)
|out(y)|

= π(x)。
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虽然这个链的确具有 π 作为一个平稳分布，但它不是各态历经的，因为可能有几个页面不包含链接，除
非 G具有高连通性。出于这个原因，我们引入了用户在链接中键入并跳转到一个未连接页面的概率 α。
如果有 N = |V |的网页，则新的转移概率为

K(x,y) =

{
1−α

N x→ y /∈ E
1−α

N + α
|out(y)| x→ y ∈ E

.

因为无论图形如何连接，这个新链都是不可约的，所以它是各态历经的。

为了证明这一观点，图 3.6显示了一个个人网站的图表示，图中的转移概率由上面的式子计算。该

网站包含 5个页面：Homepage，About，Projects，Publications，以及 Contact。每页的链接也在下表 3.2中

给出。

表 3.2: 示例网页中显示的链接。

网页 Homepage About Projects Publications Contact
链接 About Homepage Homepage Homepage Homepage

Projects Publications Publications About About
Publications Contact Projects

Contact

图 3.6: pagerank应用的示例图。
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在所有状态下，用户都可以点击后退按钮返回上一页并刷新当前页面。用户总是从主页开始，即初始概

率为 (1,0,0,0,0)。运行此马尔可夫链，将会通过产生用户访问特定页面的平稳概率来生成页面的排序。

练习

问题 1. 考虑生活在一个岛上的五个家庭的马尔可夫核，其中数字发生了变化，

K =



0.3, 0.6, 0.1, 0.0, 0.0

0.2 0.0, 0.7, 0.0, 0.1

0.0, 0.5, 0.0, 0.5, 0.0

0.0, 0.0, 0.4, 0.1, 0.5

0.4, 0.1, 0.0, 0.4, 0.1


1). 计算五个特征值，以及它们对应的左右特征向量（可以使用任何软件包）。

• 在 2D平面中绘制 5个特征值（复数），即将它们显示为单位圆中的点（绘制单位圆以供参考）。

• 它的不变概率 π 是多少？

• λslem 的值是多少？

2). 假设从初始概率 ν = (1,0,0,0,0)开始，即确定初始状态是在 x0 = 1。因此，在第 n步，马尔可

夫链状态服从分布 µn = ν ·Kn。通过 TV范数计算 µn 和 π 之间的距离，

dTV(n) = ||π−µn||TV =
1
2

5

∑
i=1
|π(i)−µn(i)|;

或 KL散度，

dKL(n) =
5

∑
i=1

π(i) log
π(i)
µn(i)

。

绘制前 1000步的 dTV(n)和 dKL(n)。

3).计算 K 的收缩系数。注意收缩系数是转移核中任意两行之间的最大 TV范数，

C(K) = max
x,y
||K(x, ·)−K(y, ·)||TV。

可以证明

||ν1 ·K−ν2 ·K||TV ≤C(K)||ν1−ν2||TV

因为 ||ν1−ν2||TV ≤ 1,如果C(K)< 1则收敛速度的上界为

A(n) = ||ν1 ·Kn−ν2 ·Kn||TV ≤Cn(K)||ν1−ν2||TV ≤Cn(K), ∀ν1,ν2。

在 n = 1, ...,1000上绘制界限Cn(K)。
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4). 另一个界限 – Diaconis-Hanlon界限为

B(n) = ||π−νKn||TV ≤

√
1−π(x0)

4π(x0)
λ n

slem

其中 x0 = 1是初始状态，π(x0)是 x = 1处的目标概率。与 A(n)和 B(n)相比，绘制实际收敛速度 dTV(n)

。

[在同一图中绘制三条曲线进行比较，然后绘制第二张图比较它们的对数图，因为它们是指数率。]

5). 我们定义了一个新的具有转移核 P = Kn 的马尔可夫链。然后在 2维复平面上绘制 P的 5个特

征值，如在 1所做的那样。显示这些特征值在三个阶段 n = 10,100,1000如何在平面上移动。最好画出

5个点的轨迹（连接 5个点的移动以显示它们的轨迹）。

打印 n = 1000的矩阵 P，看看它是否变成了“理想”的转移核。

问题 2. 现在考虑两个以上的转移矩阵

K1 =



0.1, 0.4, 0.3, 0.0, 0.2

0.5 0.3, 0.2, 0.0, 0.0

0.0, 0.4, 0.5, 0.1, 0.0

0.0, 0.0, 0.0, 0.5, 0.5

0.0, 0.0, 0.0, 0.7, 0.3


, K2 =



0.0, 0.0, 0.0, 0.4, 0.6

0.0 0.0, 0.0, 0.5, 0.5

0.0, 0.0, 0.0, 0.9, 0.1

0.0, 0.2, 0.8, 0.0, 0.0

0.3, 0.0, 0.7, 0.0, 0.0


1) K1和 K2是不可约的，非周期性的吗？2)打印出两个矩阵的 5个特征值和 5个特征向量。3)每个

矩阵的不变概率是多少？

问题 3. 马尔可夫链的返回时间 τret(i)是马尔可夫链离开状态 i后返回 i的最小步数。假设我们在可数的

非负数集合 Ω = {0,1,2, ...,}中考虑随机行走。在一步中，马尔可夫链状态 xt = n，有 α 的上升概率（即
xt+1 = n+1）和概率 1−α 返回到 xt+1 = 0。计算在有限步数内返回状态 0的概率

Prob(τret(0)< ∞) =
∞

∑
τ(0)=1

Prob(τ(0))。

计算预期返回时间

E[τret(0)]。

问题 4. 设 Ω 为具有 |Ω| = N 个状态的有限状态空间，P 为 Ω 上具有不变概率 π 的 N×N 马尔可夫

核。（注意 P服从全局平衡方程，不一定是细致平衡方程）。我们定义一个具有核 Q的反向链为满足以

下方程的随机矩阵，

π(x)Q(x,y) = π(y)P(y,x), ∀x,y。

证明 π 也是 Q的不变概率。
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问题 5. 在有限状态空间 Ω中，假设在耦合模式中运行两个马尔可夫链 {Xt}t≥0 且 {Yt}r≥0，即两个链在

每一步共享相同的转移核 P。假设第一个链是 Xt ∼ π 的平稳链，第二个链具有状态概率 Yt ∼ µt。考虑

联合概率 Pr(Xt ,Yt)，证明

||π−µt ||TV ≤ 1−Pr(Xt = Yt)

也就是说，在时间 t 的 TV范数小于 1减去两条链折叠（耦合）的概率。

提示：TV范数可以写成其他形式：

||µ−ν ||TV = max
A⊂Ω

(µ(A)−ν(A)).
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第 4章 Metropolis方法和变体

Nicholas Metropolis坐在MANIAC电脑前

“我们大多数人都对计算机的发展和能力（即使有一些是引人注目的）感到厌倦，很难相信或想象曾经

有过一段时间我们忍受着嘈杂的、十分缓慢的、随穿孔卡片咯咯作响的机电设备 ” - Nicholas Metropolis

介绍

Metropolis算法 [15, 16]已被宣布为被 Dongarra和 Sullivan所引用的 20世纪十大算法之一 [4]。原

算法 [15]被提议用于化学物理方程，并且已被 Hastings [10]推广到当前形式。在本章中，我们讨论了原

算法的几种变体，并讨论了可逆跳跃和扩散的概念。应用方面主要包括简单的图像分割，家具布置和人

数统计。

4.1 Metropolis-Hastings算法

Wilfred Keith
Hastings

Metropolis-Hastings算法是一种处理从当前状态 X 跳转到新状态 Y 的任意算法的简

单方法，它通过接受有概率的移动小幅修改它，以使得到的算法满足细致平衡方程(3.1)。
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例 4.1 Metropolis-Hasting算法的想法如图 4.1所示。假设有一个“提议”算法试图根据

图 4.1左显示的概率在 X 和 Y 之间移动。

图 4.1: Metropolis-Hastings算法图示。左：提议的状态 X 和 Y 之间的移动不满足细致平衡。右：纠正转
移概率以满足细致平衡方程。

由于 π(X) = 1/3和 π(Y ) = 2/3，细致平衡方程为

K(X ,Y )
1
3
= K(Y,X)

2
3
,

很容易检查在提议的转移概率下不满足。

X 和 Y 之间的移动用一个接受概率 α =
0.5× 1

3
0.9× 2

3
= 5

18 进行纠正。只允许从 Y 到 X 5
18 的提议，允许从

X 到 Y 的所有提议。接受概率纠正了提议概率，因此 MC服从目标分布。纠正的概率如图 4.1右所示。

4.1.1 原始Metropolis-Hastings算法

Metropolis Hastings算法类似于重要性采样，因为它使用更简单的分布 Q(x,y)来产生提议样本，然

后通过接受概率重新加权。一般来说，提议分布 Q(x,y)比较简单，可以轻松获得以 x为条件的 y的样

本。

输入: 目标概率分布 π(x)、当前状态 x(t) ∈Ω、和提议概率分布 Q(x,y)。
输出: 新状态 x(t+1) ∈Ω
1. 通过从 Q(x(t),y)采样提议一个新状态 y。
2. 计算接受概率:

α(x,y) = min
(

1,
Q(y,x)
Q(x,y)

· π(y)
π(x)

)
(4.1)

3. 以概率 α(x,y)接受移动并使 x(t+1) = y,否则 x(t+1) = x(t)。

图 4.2: Metropolis-Hastings算法的一步

Theorem 4.1 (Metropolis-Hastings) 图 4.2中的 Metropolis-Hastings算法满足细致平衡方程。

证明. 有

K(x,y)︸ ︷︷ ︸
转移概率

=


Q(x,y)︸ ︷︷ ︸
提议

·α(x,y)︸ ︷︷ ︸
接受率

= Q(x,y) ·min
(

1,
Q(y,x)
Q(x,y)︸ ︷︷ ︸
提议

· π(y)
π(x)︸ ︷︷ ︸
验证

)
, ∀y 6= x。

1−∑y6=x Q(x,y)α(x,y), y = x


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由于，

α(x,y) = min
(

1,
Q(y,x)
Q(x,y)

· π(y)
π(x)

)
,

α(y,x) = min
(

1,
Q(x,y)
Q(y,x)

· π(x)
π(y)

)
,

我们有 α(x,y) = 1或 α(y,x) = 1。因此，对细致平衡，左侧是

π(x)K(x,y) = π(x)Q(x,y)α(x,y) = π(x)Q(x,y)min
(

1,
Q(y,x)
Q(x,y)

· π(y)
π(x)

)
= min

(
π(x)Q(x,y),π(y)Q(y,x)

)
,右侧是

π(y)K(y,x) = π(y)Q(y,x)α(y,x) = π(y)Q(y,x)min
(

1,
Q(x,y)
Q(y,x)

· π(x)
π(y)

)
= min

(
π(x)Q(x,y),π(y)Q(y,x)

)
;

因此细致平衡方程是满足的。�

4.1.2 Metropolis-Hastings算法的另一版本

在很多情况下，目标概率写为一个 Gibbs分布

π(x) =
1
Z

e−E(x)

,其归一化常数很难计算。假设提议概率是对称的 (Q(x,y) = Q(y,x))，接受概率变为

α(x,y) = min
(

1,
π(x)
π(y)

)
= min

(
1,e−(E(x)−E(y))

)
= min(1,e−∆E)。

因此,

α(x,y) = 1, 如果∆E < 0, y是一个比x更低（好）的能量状态。

α(x,y) = e−∆E < 1, 如果∆E > 0, y是一个比x更高（差）的能量状态。

因为两个状态 x 和 y共享其大部分元素，∆E 通常在局部计算。当提议被拒绝时（概率为 1−α），
马尔可夫链保持在 x状态。

该过程如图 4.3所示。注意 Q(y,x)旨在给出可以在正确方向引导马尔可夫链的正确提议。

备注 4.1 我们必须注意此假设 Q(x,y) = Q(y,x)，因为它在 Ω域的边界处通常无法满足。
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•

•

•

x

y

y

能量景观

∆E > 0

∆E ≤ 0

图 4.3: Gibbs分布的Metropolis-Hastings算法变体图示
。

4.1.3 其他接受概率设计

存在能够保证细致平衡方程的其他接受率设计，如

α(x,y) =
π(y)Q(y,x)

π(y)Q(y,x)+π(x)Q(x,y)

或更一般地说

α(x,y) =
s(x,y)

π(x)Q(x,y)

,其中 s(x,y)是一个任意对称函数。

备注 4.2 回到例 3.2，可以认为 π(x)是经常相互交易的一些家庭的财富平衡分布。Q(x,y)可视为家庭之

间的贸易提议。在这种情况下，Metropolis-Hastings接受概率的选择在所有基于满足细致平衡的 Q(x,y)

的设计中最大化所有家庭之间的贸易。

4.1.4 Metropolis设计中的关键问题

直觉上，Metropolis-Hastings方法允许概率爬出局部最小值。设计 Metropolis算法的关键问题是设

计提议概率 Q(x,y)。Q(x,y)的一些希望的属性是：

i. 对于任意 x，可达状态集合 {y,Q(x,y)> 0}很大，因此 K(x,y)连接更紧密。

ii. 对于任意 x，概率 Q(x,y)远非均匀（即信息确切）。

4.2 独立Metropolis采样

独立Metropolis采样器 (IMS)是提议独立于链的当前状态的一种Metropolis-Hastings算法。它也被

称为Metropolized独立采样 (Liu [12])。其目标是模拟在Ω中取值且具有平稳分布 π = (π1,π2, ...,πN)（目

标概率）的马尔可夫链 {Xm}m≥0，其具有非常大的 N，例如 N = 1020，在这种情况下实际上不可能枚举
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所有状态。在这种情况下，在每一步根据 j ∼ q j 从提议概率 q = (q1,q2, . . . ,qN)中采样得到一个新状态

j ∈Ω，其以概率
α(i, j) = min{1, qi

πi

π j

q j
}.

接受。因此，从 Xm 到 Xm+1 的转移由具有以下形式的转移核决定

K(i, j) =

{
q jα(i, j), j 6= i,

1−∑k 6=iK(i,k), j = i。

初始状态可以是固定的，也可以从在这种情况下自然选择为 q的分布生成。在 4.2.3部分，我们说明为

什么从 q生成初始状态而不是确定性地选择它更有效。

很容易证明 π 是链的不变（平稳）分布。换句话说，π K= π。由于 q > 0，因此 K是各态历经的，

则 π 也是链的平衡分布。因此当 m足够大时，在第 m步，链的边缘分布近似为 pi。

然而相比于试图从目标分布 π 进行采样，我们可能更有兴趣搜索一个状态 i∗ 有最大概率 i∗ =

argmaxi∈Ω πi。这是平均首中时可以起作用的地方。E[τ(i∗)] 通常是衡量搜索速度的一个好方法。作为
一个特殊情况，我们想知道最优状态的 E[τ(i∗)]。
此分析的一个关键量是概率比 wi = qi/πi，这点会在之后详细介绍。概率比度量了启发式的 qi 对 πi

的了解程度，换句话说，对于状态 i，q对于 pi有多么知晓。因此，我们定义以下概念。

定义 4.2 如果 qi > πi，则称状态 i是过知的；如果 qi < πi，则称状态 i是欠知的。

下面定义了三种特殊状态。

定义 4.3 如果 qi = πi，那么称状态 i是确知的。如果它具有最高（或最低）比率 wi = qi/πi，则称状态 i

是最高知的 (或最低知的): imax = argmaxi∈Ω{wi }, imin = argmini∈Ω{wi }.

Liu [12] 注意到通过以信息性对状态进行升序排列，转移核能够以更简单的形式写出。因为对于

i 6= j，Ki j = q j min{1,wi/w j}，如果 w1 ≤ w2 ≤ . . .≤ wn，那么

Ki j =


wiπ j i < j,

1−∑k<i qk−wi ∑k>i πk i = j,

q j = w jπ j i > j。

在不失一般性的情况下，可以假设状态被索引为 w1 ≤ w2 ≤ . . .≤ wn来考虑这种更易处理的转移核形式。

4.2.1 IMS的特征结构

在过去的二十年中，大量工作致力于研究 IMS的属性。不需要面面俱到，我们将简要回顾一些成

果。对于有限状态空间，Diaconis、Hanlon [3]和 Liu [12]证明了 IMS的更新和目标分布之间总变差距

的各种上界。他们证明，马尔可夫链的收敛速度上界被一个依赖于第二大特征值的量约束：

λslem = 1−min
i
{qi

πi
}。
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备注 4.3 在连续情况下，记 λ ∗ = 1− infx{ q(x)
p(x)}，Mengersen和 Tweedie [14]证明如果 λ ∗严格小于 1，则

链是均匀各态历经的，而如果 λ ∗ 等于 1，则收敛甚至不呈几何的。Smith和 Tierney [19]得到了类似的

结果。这些结果表明，IMS的马尔可夫链收敛速度受到最坏情况的影响。对于有限情况，与最小概率比

qi/πi 有关的状态决定收敛速率。也就是说，只有一个来自潜在巨大状态空间的状态决定马尔可夫链的

收敛速度，这种状态甚至可能与 MCMC的所有任务不相关！类似的情况发生在连续的空间中。

为了解释这种现象，考虑如下简单例子。

例 4.2 设 q和 π 是两个具有相同方差的高斯分布，均值有略微偏移。则提议分布 q将很好地近似目标

π。但是，很容易看出 infx{q(x)/p(x)}= 0，因此 IMS不会具有几何收敛速度。

这种令人沮丧的行为激发了人们对研究平均首中时作为衡量马尔可夫链“速度”的兴趣。在处理

随机搜索算法时，重点可能是寻找单个状态而不是链的全局收敛，因此这一点尤其适用。例如，在计算

机视觉问题中，人们经常搜索对场景最可能的解释，并且为此可以采用各种Metropolis-Hastings类型算

法。有关示例和讨论，请参阅 Tu和 Zhu的工作 [20]。在这种背景下，我们感兴趣的是找到一些状态的

首中时的行为，例如输入图像的场景的后验分布的众数。

4.2.2 有限空间的一般首中时

考虑有限空间 Ω = {1,2 . . .n}上的各态历经马尔可夫链 {Xm}m。设K是转移核，π 是唯一的平稳概
率，q是起始分布。对于每个状态 i ∈Ω，首中时 τhit(i)已在 3.4节中定义。

对于任意 i，K−i 表示 K删除第 i行和列得到的 (n−1)× (n−1)矩阵，即 K−i(k, j) =K(k, j),∀k 6=
i, j 6= i。设 q−i = (q1, ...,qi−1,qi+1, ...,qn)，则 P(τ(i)> m) = q−iK

m−1
−i 1，其中 1 := (1,1, ...,1)′。我们得到以

下期望公式：

Eq[τ(i)] = 1+q−i(I−K−i)
−11, (4.2)

其中 I表示单位矩阵。I−K−i 的逆的存在表明了 I−K−i 的亚随机性和 K的不可约性（Bremaud[1]）。

更一般地说，Ω的子集 A的平均首中时（f.h.t）由下式给出

Eq[τ(A)] = 1+q−A(I−K−A)
−11, ∀A⊂Ω。 (4.3)

4.2.3 IMS击中时间分析

这里，我们将充分利用之前的结果来计算 IMS的平均首中时，并通过利用 IMS核的特征结构为其

提供界限。

Theorem 4.4 (Maciuca and Zhu, 2006)根据具有提议 q和目标概率 π 的 IMS转移核，假设从 q开始模拟

马尔可夫链。然后，使用之前的符号：

i) E[τ(i)] =
1

πi(1−λi)
, ∀i ∈Ω,

ii)
1

min{qi,πi}
≤ E[τ(i)]≤ 1

min{qi,πi}
1

1−‖π−q‖TV
,
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我们将 λn 定义为等于零，‖π−q‖TV 表示 π 和 q之间的总变差距。对定义 4.3中的三个特殊状态，等号

成立。

该定理的证明可参考 [13]。定理 4.4可以通过考虑某些特定集合的首中时来拓展。工作 [13]证明以

下推论成立。

推论 4.5 设 A⊂Ω具有形式 A = {i+1, i+2, . . . , i+k}，且 w1 ≤ w2 ≤ . . .≤ wn。记 πA := πi+1 +πi+2 + . . .+

πi+k,qA := qi+1 +qi+2 + . . .+qi+k,wA := qA/πA 和 λA := (qi+1 + . . .+qn)− (πi+1 + . . .+πn)wA。则定理 4.4的

i和 ii在将其中的 i替换为 A后也成立。

在本节引言中，我们提示为什么从 q生成初始状态比从固定状态 j 6= i开始更好。下面的结果尝试

说明这个问题。

命题 4.6 假设 w1 ≤ w2 ≤ . . .≤ wn,，则以下不等式成立：

E1[τ(i)]≥ E2[τ(i)]≥ . . .≥ Ei−1[τ(i)]≥ Ei+1[τ(i)] = . . .= En[τ(i)] = E[τ(i)],∀i ∈Ω。

(a) π (实线) vs q (虚线) (b) lnE[τ(i)] and边界 (c)(b)放大后
图 4.4: 例 4.3的平均首中时和界限。©[2006] Springer。经许可重印，来自参考文献 [13]。

例 4.3 我们可以通过一个简单的例子来说明定理 4.4中的主要结果。考虑一个有 n = 1000 个状态的空

间。设 π 和 q为两个离散高斯的混合，尾部被截断，然后归一化为一，如图 4.4（a）中实线（π）和虚
线（q）所示。图 4.4显示了期望首中时的对数 lnE[τ(i)]。定理 4.4中的下界和上界相对于对数尺度绘制

为虚线，其几乎与击中时间图重合。为了获得更好的分辨率，我们聚焦于众数周围的一部分图上，这三

条曲线在图 4.4（c）中变得更加清晰可分。可以看到众数 x∗ = 333有 π(x∗) ≈ 0.012，且对 q来说平均

击中 E[τx∗ ]≈ 162次。其远远小于穷举搜索的平均时间 n/2 = 500。相比之下，对于信息不足的（即均匀

的）提议，结果是 E[τx∗ ] = 1000。因此，可以看出“好”的提议 q如何影响这种随机抽样的速度。

Theorem 4.7 (Maciuca and Zhu, 2006)设 p和 Q分别为 Metropolis-Hasting采样器的目标概率和提议矩

阵。设 M = maxi j Qi j/p j，m = mini j Qi j/p j，m > 0。对于任意初始分布 q，期望的首中时具有以下边界

pi +
1−qi

M
≤ piEQ

q [τ(i)]≤ pi +
1−qi

m
,∀i.

如果 Qi j = p j,∀i, j，等号成立。

该定理的证明在 [13]中。
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4.3 可逆跳跃和跨维MCMC

Ulf Grenander

许多情况下，我们可能需要对在不同维度空间的并集上定义的后验概率进行采样。

例如，我们可以为图像中的物体定义参数量可变的贝叶斯模型，并且可能对从这些模型

中采样以估计给定图像最可能的观察感兴趣。

这个问题首先由 Grenander和 Miller 1994[8]提出进行图像分析，Green 1995[7]提出进行贝叶斯模

型选择。

4.3.1 可逆跳跃

Michael
Miller

设Ω=∪∞
i=1Ωi是一个解空间，它可以写为不同维度的子空间并集，dim(Ωi) = di，且 π

是在 Ω上定义的概率分布。可逆跳跃是从一个空间 Ωi 中的状态到另一个 Ω j 的MCMC

移动，其满足关于 π 的细致平衡方程。

x x′

(x,u)

(x′,u′)

f1(x,u)

f2(x′,u′)

一般情况. 实现从 x ∈ Ωi 到 x′ ∈ Ω j 的可逆跳跃移动 q(x→ x′)，首先从概率 q( j|i,x)中采样 j，从

概率密度函数 q(u|x)中采样一个辅助向量 u ∈ Rm（对于某个维度 m需要指定）采样，然后通过确定性

函数 x′ = f1(x,u)得到 x′。反向移动 q(x′→ x)可以以类似的方式定义，从概率 q(i| j,x′)采样 i和从 pdf

q(u′|x′)采样辅助向量 u′ ∈Rm′。必有一个双射 f : Ωi×Rm→Ω j×Rm′ 使得 f (x,u) = (x′,u′)。因此，必须

满足维度匹配条件 di +m = d j +m′ 以及
dx′du′

dxdu
=

∂ f (x,u)
∂ (x,u)

。为了满足细致平衡，提议移动 q(x→ x′)以

以下概率被接受，

α(x→ x′) = min
(

1,
q(i| j,x′)q(u′|x′)π(x′)
q( j|i,x)q(u|x)π(x)

∣∣∣∣det
∂ f (x,u)
∂ (x,u)

∣∣∣∣)。 (4.4)

膨胀收缩. 可逆跳跃的一个特例是膨胀-收缩移动，其中Ω j = Ωi×Z。从 x∈Ωi开始，可以选择 u∈ Z

且 f 作为恒等函数，从而得到膨胀移动 q(x→ x′) = (x,u)。从 x′ = (x,u) ∈Ω j 开始，收缩移动只会降低

u，因此 q(x′→ x) = x。膨胀移动的接受概率为

α(x→ x′) = min
(

1,
π(x′)

π(x)q(u|x)

)
, (4.5)

对于收缩移动则是

α(x′→ x) = min
(

1,
π(x)q(u|x)

π(x′)

)
。 (4.6)
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图 4.5: （a）1维范围图像 I(x),x ∈ [0,1]。（b）真实分割，Wth。（c）边缘度量 b(x),x ∈ [0,1]。较大值的
b(x)表示 x是变化点的概率很高。（d）相对于Wth（浅灰色），算法找到的最佳解W ∗（深灰色）。©[2004]
IEEE。经许可重印，来自参考文献 [9]。

4.3.2 简单示例：1维范围图像分割

图 4.5显示了一个模拟 1维图像 I(x),x ∈ [0,1]的例子。它是通过将高斯噪声 N(0,σ 2)加到图 2b中

的原始曲面 Io 而生成的。Io 由未知数量的 k个曲面组成，可以是直线或圆弧，由 k−1个变化点分隔，

0 = x0 < x1 < ... < xk = 1。

设 li ∈ {,}索引区间 [xi−1,xi)上的曲面类型，具有参数 θi, i = 1, ...k。对于一条直线，θ = (s,ρ)表示斜率
s和截距 ρ。对于一条圆弧，θ = (u,v,R)表示圆心 (u,v)和半径 R。因此，1维“世界场景”由随机变量

的向量表示，

W = (k,{xi, i = 1, ...,k−1},{(li,θi), i = 1, ...,k})。

曲面 Io 完全由W 决定，有 Io(x) = Io(x, li,θi),x ∈ [xi−1,xi), i = 1, ...,k。
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通过标准贝叶斯公式，我们得到后验概率

p(W |I) ∝ exp

{
− 1

2σ 2

k

∑
i=1

∫ xi

xi−1

(I(x)− Io(x, li,θi))
2dx

}
· p(k)

k

∏
i=1

p(li)p(θi|li)。 (4.7)

以上第一个因子是似然，其余的是先验概率 p(k) ∝ exp(−λ0k)和 p(θi|li) ∝ exp(−λ#θi，其惩罚参数

的数量 #θi。p(li)是线和弧上的均匀概率。因此，能量函数由下式定义

E(W ) =
1

2σ 2

k

∑
i=1

∫ xi

xi−1

(I(x)− Io(x, li,θi))
2dx+λok+λ

k

∑
i=1

#θi。 (4.8)

与此相关一个问题是W 没有固定的维度。因此概率 p(W |I)（或能量 E(W )）分布在可变维度的可

数的子空间上。下一小节简要介绍了探索这种解空间的跳跃扩散过程。

跳跃-扩散

Peter Green

考虑一个解空间 Ω = ∪∞
n=1Ωn，其中子空间索引 n = (k, l1, ..., lk) 包含模型的离散变

量。为了穿越解空间，算法需要两种类型的移动：不同子空间之间的可逆跳跃和每个连

续子空间内的随机扩散。

1.可逆跳跃。设W = (i,x),是马尔可夫链在 t 时间的状态，其中 x ∈Ωi 表示解的连续变

量。在无穷小的时间间隔 dt 中，马尔可夫链跳跃到另一个子空间 Ω j, j 6= i中的新状态

W ′ = ( j,x′)。有三种类型的跳跃：1）从直线切换到圆弧或反之，2）两个相邻的区间合并为直线或圆，以

及 3）一个区间分成两个区间（线或圆）。该跳跃通过一个 Metropolis移动 [15]来实现，它提出通过一

个前向提议概率 q(W ′|W ) = q(i→ j)q(x′| j)从W 移动到W ′。反向提议概率是 q(W |W ′) = q( j→ i)q(x|i)。
前向提议以以下概率被接受，

α(W →W ′) = min
(

1,
q( j→ i)q(x|i)π(W ′)

q(i→ j)q(x′| j)π(W )

)
。 (4.9)

在上述概率比中维度是匹配的。

2. 随机扩散. 在每个子空间 Ωn 中，n = (k, l1, ..., lk)固定，能量函数 E(x)为

E(x) = E(x1, ...,xk−1,θ1, ...,θk) =
1

2σ 2

k

∑
i=1

∫ xi

xi−1

(I(x)− Io(x, li,θi))
2dx+ const。

我们采用随机扩散（或 Langevin）方程来探索子空间。Langevin方程是由温度为 T 的布朗运动 dB(t)

驱动的最陡下降 PDE（偏微分方程）。设 x(t)表示 t 时的变量，则

dx(t) =−dE(x)
dx

dt +
√

2T (t)dwt , dwt ∼ N(0,(dt)2)。 (4.10)

例如，变化点 xi 的运动方程为

dxi(t)
dt

=
1

2σ 2 [(I(x)− Io(x, li−1,θi−1))
2− (I(x)− Io(x, li,θi))

2]+
√

2T (t)N(0,1)。
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这是区域竞争方程的一维版本 [23]。点 xi 的移动是由数据 I(xi)对两个相邻区间的曲面模型的适应

性以及布朗运动驱动的。在实践中，布朗运动有助于避免局部陷阱。

为了计算参数 θi, i = 1, ...,k，运行扩散比为每个区间 [xi−1,xi)确定性地拟合最佳 θi 更加健壮、更加

快速，因为确定性拟合是“过度承诺”。当前区间包含多个对象时更是如此。

众所周知 [6]，式子(4.10)中的连续 Langevin方程模拟具有平稳密度 p(x) ∝ exp(−E(x)/T )的马尔可

夫链。这是在温度 T 处子空间 Ωn 内的后验概率。

3. 跳跃和扩散的协调. 作为泊松事件的时间实例 t1 < t2 < .. . < tM . . .处的跳跃中断连续扩散。在实践中，

扩散总是以离散的时间步长 δ t 运行。因此，两次连续跳跃之间的离散等待时间 τ j 是

w =
t j+1− t j

δt
∼ p(w) = e−τ τw

w!
,

其中期望等待时间 E(w) = τ 控制跳跃的频率。跳跃和扩散过程都应遵循退火方案逐步降低温度。

图 4.6:（a）跳跃扩散。两个试验（细的MCMC II和粗的MCMC III）的跳跃扩散过程的能量图。扩散
中的连续能量变化被能量跳跃中断。（b）平均能量图。三个马尔可夫链MCMC I，II和 III的前 10,000
步中能量曲线的比较，100个随机生成的信号的平均。（c）放大观察 MCMC II和 III的前 2000步。注
意，能量尺度与（b）不同。©[2004] IEEE。经许可重印，来自参考文献 [9]。

为了解释，图 4.6（a）显示了在图 14.5（a）中输入的 1维范围数据上运行的跳跃扩散过程的两次

试验。能量图上下变化（即算法不贪婪），连续能量曲线（扩散）被跳跃中断。

4. 可逆性和全局优化. 从工程角度看，跳跃扩散过程最重要的特性是它模拟穿越复杂解空间的马尔可
夫链。这个属性将其与贪婪和局部方法区分开来。理论上，这个马尔可夫链从解空间 Ω上的后验概率
p(W |I)采样 [8]。利用退火方案，理论上可以实现概率接近 1的全局最优解。跳跃的可逆性可能不是必

要条件；然而，它是在复杂解空间中实现马尔可夫链不可约的有效用工具。

5.速度瓶颈. 传统的跳跃扩散设计受到其计算速度的限制。但是，通过设计更好的提议概率可以克服这
个问题，这将在下一节中说明。我们观察到跳跃的瓶颈受到提议概率设计的影响。在式(4.9)中，区间

[xi−1,xi)中的提议概率 q(x′| j)可分为三种情况：1）切换到 x′ = θi的新模型，2）合并以形成新的类型为

l、参数 x的区间 [xi−2,xi)，3）分开形成两个新的区间，分别对应模型 (la,θa)和 (lb,θb)。
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q(x|m) =


q(θi|li, [xi−1,xi)) 把 [xi−1,xi)转换到模型 (li,θi)

q(θ |l, [xi−2,xi)) 合并到模型 (l,θ)

q(x|[xi−1,xi))q(θa|la, [xi−1,x))q(θb|lb, [x,xi)) 在 x处将 [xi−1,xi)分为 (la,θa) and (lb,θb)。

4.4 应用：计算人数

文献 [5]展示了将 Metropolis-Hastings算法用于检测和统计拥挤场景中的人数。该问题表达在标记

点过程框架下，其中每个人被表示为一个标记点 s，包含一个表示图像位置的空间过程 p ∈R2和表示人

的宽度、高度、方向和形状的标记过程 m = (w,h,θ , j)。这些一起形成了标记点 s = (p,(w,h,θ , j))。

4.4.1 标记点过程模型

该模型假设标记点依赖于标记过程的空间位置，因此对于每个标记点 s = (p,(w,h,θ , j))，

π(s) = π(p)π(w,h,θ , j|p)

。

点过程的先验 π(p)是一个齐次泊松点过程，即点的总数遵循泊松分布，且给定点数，它们在该区

域内的位置是均匀的。先验模型的模拟如图 4.7所示。

图 4.7: 来自泊松点过程先验 π(s)的样本。©[2009] IEEE。经许可重印，来自参考文献 [5]。

条件标记过程 pi(w,h, theta, j|p)用独立高斯表达宽度、高度和方向，其依赖于图像位置 p，并均匀

分布表达来自一组可能的形状中的形状 j。空间相关的均值和方差存储为查找表。可能的形状集合通过

Bernoulli模板混合模型的期望最大化从一组手动分割的边界框学习。

处理输入图像得到前景掩模数据 y，其中如果像素 i是前景像素则 yi = 1，如果是背景则 yi = 0。给

定当前点结构 s1, ...,sn，构造标签图像，其中如果对应于 n个标记点的任何形状覆盖它，则将像素标记

为前景，否则为背景。现实中，掩模和标签图像都有软标签，且包含区间 [0,1]中的值。

似然为

logL(Y |X) = ∑(xi logyi +(1− xi) log(1− yi))。
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4.4.2 MCMC推理

给定具有前景掩模 y的输入图像，通过最大后验概率（MAP）估计可获得最可能的标记点结构，即

后验概率函数 π(s|y) = π(y|x(s))π(s)的最大化。
这可以通过三种类型的可逆移动来实现：

• 出生提议。根据前景掩模在均匀位置处提议标记点。宽度、高度和方向从相应的以该点为条件的

高斯分布中采样。形状的类型从学习到的形状原型集合中随机均匀地选择。这种模式的逆向就是

死亡提议。

• 死亡提议。随机的一点以与出生提议相反的方式删除。

• 更新提议。随机选择一个标记点，并修改其位置或标记参数。该位置被修改为随机行走。修改标

记通过选择三个参数中的一个、并从给定当前位置的条件分布中对其进行采样实现，或者从可能

的形状中随机选择形状类型来实现。

这三种类型的移动分别使用概率 0.4,0.2,0.4。从一个空结构开始，一张图像需要大约 500-3000次移动。

越是拥挤的场景需要更多移动。

count=4 count=4 count=4 count=4 count=3 count=4 count=4

图 4.8: VSPETS序列的七个帧上的结果。计数是精确的，直到有明显的重叠。©[2009] IEEE。经许可重
印，来自参考文献 [5]。

图 4.9: CAVIAR数据集图像上的结果。©[2009] IEEE。经许可重印，来自参考文献 [5]。
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4.4.3 结果

MCMC方法在两个具有真值标注的基准序列上进行了测试：EU CAVIAR数据集1和 VSPETS足球

序列2。结果如图 4.8和 4.9所示。

4.5 应用：家具布置

Metropolis-Hastings算法的一个应用是家具布置 [21]，如图 4.10所示。该过程包括两个阶段：（1）从

正样本中提取空间、层次和成对关系，以及（2）通过优化合成新的家具布置。

图 4.10: 左：家具布局的任意初始化。中间和右侧：两个依据人类工效学标准（例如无障碍的可达性和
可见性）进行优化合成的家具布置。©[2011] ACM。经许可重印，来自参考文献 [21]。

1.物体表达. 将家具优化为现实的、功能的配置依赖于对各种交互因素的建模，例如成对家具关系、与
房间相关的空间关系以及其他人为因素。

边界面: 场景中的每个物体都由一组边界面表示。除了顶面和底面之外，每个物体都有一个“背”面，
这是最靠近墙壁的面。其他面标记为“非背”面。背面用作定义用于分配其他属性的参考平面。

中心和方向:一个物体的关键属性是中心和方向，分别用 (pi,θi)表示，其中 pi 表示 (x,y)坐标、θi 表示

相对于最近墙的角度（定义为最近墙和背面之间的角度）。

可达空间: 对于物体的每个表面，分配相应的可达空间。我们将 aik 定义为物体 i的可达空间 k的坐标中

心。该区域的对角线由 adik 度量，用于测量其他物体在优化期间能够渗透到该空间的深度。可达空间的

大小由可用样本设置或作为与人体大小相关的输入给出。如果在所有样本中空间都非常靠近墙壁，则

对应的表面不需要是可达的;否则，如果没有给出这样的测量,则将其设置为平均大小的成年人的尺寸。

视锥：对于某些物体，例如电视和绘画，正面必须是可见的。视锥被分配给该特定表面，对于一个物体

i，其由一系列具有中心坐标 vik 的矩形近似得到，其中 k是矩形索引。vdik 是矩形的对角线，其在定义

类似于可达空间的渗透损失方面十分有用。

其他属性: 优化过程中涉及的其他属性有从 pi 到最近墙的距离，定义为 di，对角线 bi，从 pi 到边界框

的角点。同时还有 z位置，物体的 zi。

2. 损失函数. 优化过程的目标是最小化刻画现实的、功能性的家具布置的损失函数。虽然通常很难量化
家具布置的“现实性”或“功能性”，但不应违反以下基本准则。

可达性: 为了能实现功能，一个家具物体必须是可达的 [2, 17]。为了支持可达性，只要任何物体移动到

另一个物体的可达空间中，损失就会增加。假设物体 i与物体 j的可达空间 k重叠，则可达性损失定义

1http://homepages.inf.ed.ac.uk/rbf/CAVIAR/
2http://www.cvg.cs.rdg.ac.uk/VSPETS/vspets-db.html
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为

Ca(ϕ) = ∑
i
∑

j
∑

k

max
[

0,1− ‖pi−a jk‖
bi +ad jk

]
。 (4.11)

还有其他损失项，如可见性、连接门的路径、某些家具物体（例如面向沙发的电视）之间的成对约

束、激励训练样本中所见的结构的一个先验等。

3. 家具布置优化. 由于物体在优化过程中是相互依赖的，因此该问题的搜索空间非常复杂。家具的位置
和方向依赖于许多因素，例如物体是否应该是可见的或可达的。很难获得一个全局优化方案或可以产

生唯一优化的封闭形式的解。

为了处理这个问题，采用具有Metropolis-Hastings状态搜索步骤 [10, 15]的模拟退火 [11]来搜索全

局最优的较好近似值。但请注意，给定一个房间，一组家具物体以及先验空间和层次关系，可以实现许

多可接受的好的配置。这是在合理的短时间内找到较好近似的基本原理，而不是为了找到损失函数的

全局最优在复杂的搜索空间上进行穷尽搜索。

为了有效地探索可能布置的空间，提议移动 ϕ → ϕ ′ 涉及修改当前布置的局部调整，以及交换物体
的全局重新配置步骤，从而显著改变布置。有三种类型的移动：平移和旋转，交换物体和移动路径控制

点。更多细节请参考 [21]。

Synthesis 1 Synthesis 2 Synthesis 3

图 4.11: 选择的合成结果的视图。从上到下：画廊，度假村，餐厅。©[2011] ACM。经许可重印，来自
参考文献 [21]。

通过上述移动，给定一个平面图和定义解空间的家具物体的固定数量，家具物体 (pi,θi)的配置有

可能移动到任何其他配置 (p′i,θ ′i )。给定退火方案，在优化的早期阶段通过较大的移动更广泛地探索解
空间，通过较小的移动最终精确调整家具配置。
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图 4.12: 场景语法的属性空间与或图。©[2018] IEEE。经许可重印，来自参考文献 [18]。

4.6 应用：场景合成

Metropolis-Hastings的另一个应用是以人为中心的场景合成 [18]。这里，一个属性空间与或图（S-

AOG）用于表示室内场景图，如图 4.12所示。模型分布从室内场景数据集中学习，新的布局可以使用马

尔可夫链蒙特卡罗采样得到。

室内场景表达. 属性 S-AOG [22]被用于表示室内场景。属性 S-AOG是在终端节点上具有属性的概率语

法模型。该属性结合了 i）概率上下文无关语法（PCFG），以及 ii）在马尔可夫随机场（MRF）上定义的

上下文关系，即节点之间的水平连接。PCFG表示由一组终端和非终端节点从场景（顶层）到物体（底

层）的层次分解，而上下文关系通过水平连接刻画了空间和功能关系。S-AOG的结构如图 ??所示。
形式上，一个 S-AOG被定义为一个 5元组：G = 〈S,V,R,P,E〉，其中 S是场景语法的根节点，V 是

顶点集合，R是产生式规则，P是定义在属性 S-AOG上的概率模型，E 包含表达为同一层节点之间水

平连接的上下文关系。3

顶点集 V 可以分解为一组有限的非终端节点和终端节点：V =VNT ∪VT。

• VNT =V And ∪V Or∪V Set。非终端节点由三个子集组成。i）一组与节点V And，其中每个节点表示将较

大实体（例如卧室）分解为较小的组件（例如，墙壁，家具和支撑物体）。ii）一组或节点 V Or，其

中每个节点分支到可选分解（例如，室内场景可以是卧室或起居室），使算法能够重新构造场景。

iii）一组集节点V Set，其中每个节点表示一个嵌套的与或关系：一组用作子分支的或节点被一个与

节点组合，并且每个子分支可以包括不同数量的物体。

• VT =V r
T ∪V a

T。终端节点由两个节点子集组成：常规节点和地址节点。i）一个常规终端节点 v ∈V r
T

表示具有属性的场景（例如，卧室中的办公椅）中的空间实体。这里，属性包括物体尺寸 (w, l,h)

的内部属性 Aint，物体位置 (x,y,z)和方向（x− y plane）θ 的外部属性 Aext，以及采样的人体位置

Ah。ii）为了避免图的过度密集，引入了地址终端节点 v ∈V a
T 来描述仅在特定语境存在但在所有其

他语境中不存在的交互。它是指向常规终端节点的指针，从集合 V r
T ∪{nil}中取值，表示支持或分

组关系，如图 4.12所示。

上下文关系. 节点之间的上下文关系 E 由在终端节点上形成MRF的 S-AOG中的水平连接表示。为

了编码上下文关系，为不同的团定义了不同类型的势函数。上下文关系 E = E f ∪Eo∪Eg∪Er分为四个子

3我们使用术语“顶点”而不是“符号”（在传统的 PCFG定义中）以便与图模型中的符号一致。
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图 4.13: （a）卧室解析图的简化示例。解析图的终端节点在终端层中形成MRF。团由投射到终端层的
环境关系形成。（b）-（e）中显示了四种类型的团的示例，表示四种不同类型的环境关系。来自 [18]。

集：i）家具之间的关系 E f ; ii）被支撑物体与其支撑物体之间的关系 Eo（例如，桌面上的监视器）; iii）

功能对 Eg（例如，椅子和桌子）的物体之间的关系;和 iv）家具和房间之间的关系 Er。因此，在终端层

中形成的团也可以分成四个子集：C =C f ∪Co∪Cg∪Cr。使用动允性 (affordance)作为表征物体-人-物体

关系的桥梁来计算势，而不是直接捕捉物体-物体关系。

分层解析树 pt 是 S-AOG的一个实现，通过为与节点选择子节点、以及确定集节点的每个子节点的

状态来实现。解析图 pg由解析树 pt 和解析树上的许多上下文关系 E 组成：pg = (pt,Ept)。图 4.13显示

了一个解析图的简单例子和终端层中形成的四种团。

S-AOG的概率公式化。一个场景构造由解析图 pg表示，包括场景中的物体和相关属性。由 Θ参数化
的、S-AOG生成的 pg的先验概率为一个 Gibbs分布

p(pg|Θ) =
1
Z

exp{−E (pg|Θ)}= 1
Z

exp{−E (pt|Θ)−E (Ept |Θ)}, (4.12)

其中 E (pg|Θ)是解析图的能量函数，E (pt|Θ)是解析树的能量函数，E (Ept |Θ)是上下文关系的能量项。

E (pt|Θ)可以进一步分解为不同类型的非终端节点的能量函数，以及常规终端节点和地址终端节点

的内部属性的能量函数：

E (pt|Θ) = ∑
v∈V Or

E Or
Θ (v)+∑

v∈V Set

E Set
Θ (v)︸ ︷︷ ︸

非终端节点

+∑
v∈V r

T

E Ain
Θ (v)︸ ︷︷ ︸

终端节点

, (4.13)

其中，或节点 v ∈ V Or 的子节点的选择和集节点 v ∈ V Set 的子分支遵循不同的多项分布。由于与节点是

确定性扩展的，因此在这里没有与节点的能量项。终端节点的内部属性 Ain（大小）遵循由核密度估计

学习的非参数概率分布。
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图 4.14: MCMC采样的例子。从左到右: 模拟退火过程中得到的场景构造。©[2018] IEEE。经许可重印，
来自参考文献 [18]。

E (Ept |Θ)结合终端层中形成的四种团的势，整合人体属性和常规终端节点的外部属性：

p(Ept |Θ) =
1
Z

exp{−E (Ept |Θ)}= ∏
c∈C f

ϕ f (c)∏
c∈Co

ϕo(c)∏
c∈Cg

ϕg(c)∏
c∈Cr

ϕr(c)。 (4.14)

合成场景构造. 合成场景构造是通过从 S-AOG定义的先验概率 p(pg|Θ)中采样解析图 pg来完成的。解

析树 pt 的结构（即或节点和集节点子分支的选择）和物体的内部属性（大小）可以容易地从封闭形式

的分布或非参数分布中采样得到。然而物体的外部属性（位置和方向）受到多个势函数的约束，因此它

们太复杂而无法直接采样。这里，马尔可夫链蒙特卡罗（MCMC）采样器用于提取分布中的典型状态。

每次采样过程可分为两个主要步骤：

1. 直接采样 pt 的结构和内部属性 Ain:（i）为或节点采样子节点;（ii）确定集节点的每个子分支的状

态;（iii）对于每个常规终端节点，从学习的分布中对大小和人体的位置进行采样。

2. 使用 MCMC方案通过提议移动来采样地址节点 V a 和外部属性 Aex 的值。马尔可夫链收敛后将选

择一个样本。

以概率随机使用两种简单类型的马尔可夫链动态过程 qi, i = 1,2，以做出提议移动：

• 动态过程 q1: 物体平移。此动态过程选择常规终端节点，并基于当前位置 x 对新位置进行采样:

x→ x+δx，其中 δx遵循二元正态分布。

• 动态过程 q2: 物体旋转。此动态选择常规终端节点，并基于物体的当前方向对新方向进行采样：

θ → θ +δθ，其中 δθ 遵循正态分布。

采用Metropolis-Hastings算法，新解析图 pg′根据以下接受概率被接受:

α(pg′|pg,Θ) = min(1,
p(pg′|Θ)p(pg|pg′)
p(pg|Θ)p(pg′|pg)

) = min(1,exp(E (pg|Θ)−E (pg′|Θ))), (4.15)

其中提议概率比被取消，因为提议移动在概率上是对称的。采用模拟退火方案得到高概率样本。该过程

如图 4.14所示。图 4.15显示了高概率样本。

4.7 练习

问题 1. 考虑一个具有 n = 1000个状态 1,2, ...,1000的空间，如例 4.3所示。概率 π 是一个混合高斯，其
均值分别为 330和 670，标准差分别为 40和 50，权重分别为 0.9和 0.1。提议概率 q也是一个混合高斯，

其均值分别为 350和 600, 标准差分别为 40和 50, 权重分别为 0.75和 0.25。两个概率都离散化为状态

1, ...,1000且归一化到 1。
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图 4.15: 五种不同类别的场景示例。上：顶视图。中：侧视图。下图：动允性热量图。©[2018] IEEE。经
许可重印，来自参考文献 [18]。

a) 对于每一个 i，估计利用 100马尔科夫链所有状态的首中时 E[τ(i)]。

b) 计算所有状态的首中时，并将他们和估计的时间以及来自定理 4.4的边界画在一起。

问题 2.假设我们有一个 1D范围的图像由该式得到 y(x) =α|x|+ε,x∈ {−100, .−99, ...,100},这里 α控制
信号强度且 ε ∼N(0,1)。实现一个简单的可逆跳跃-扩散算法将该图像分割为最多三部分。可逆跳跃在一

个分割和两个分割解之间。两个分割空间的扩散移动共同端点（断开）的位置。当分割的数目和断点的位

置给定时，利用普通最小二乘法去匹配最好的分割。试一试不同的信号强度 α ∈ {0.01,0.003,0.1,0.3,1}，
画出 10个独立运行的平均能量(??)相对于计算时间（秒）的图示。
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第 5章 吉布斯采样器及其变体

“天下难事必作于易，天下大事必作于细。千里之行，始于足下。”-老子

5.1 引言

Donald和 Stuart Geman

吉布斯采样器 [9]，最初由 Geman兄弟 Donald和 Stewart发明，是一

种用于从难以采样的分布中获取样本的MCMC算法。通常，分布以吉布

斯形式表示：

π(x) =
1
Z

e−E(x), x = (x1, ...,xd) ∈Ω。

这种分布出现在解决约束 (硬、软)满足问题 (如图像去噪)或贝叶斯推理中。

例 5.1 八皇后问题是约束满足问题的一个例子。此问题是在 8×8的国际象棋棋盘上放置 8个皇后，使

得它们都不会相互威胁：即任意两个皇后都没有处于同一行、列或对角线。用表示八皇后棋盘坐标的

s ∈ {1, ...,64}8 表示一个可能的解，这些解属于一个集合

Ω∗ = {s ∈ {1, ...,64}8,hi(s)≤ 1, i = 1, ...,46}

其中 hi(s)是计算每行、每列和每个对角线上的皇后数的 8+8+30个约束。

图 5.1: 线条画的一个例子和边缘的一个可能标记。

例 5.2 标记线条画图的边缘，使它们保持一致，如图 5.1所示。这是一个图 G = {V,E}上的约束满足问
题。我们可以定义解集

Ω∗ = {s ∈ {+,−,<,>}|E|,hi(s) = 1, i = 1, ..., |V |}

其中 hi(s)是在每个顶点的一致性硬（逻辑）约束。根据连接类型，这些约束如图 5.2所示。
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图 5.2: 这些允许的边缘标签和连接类型表示强约束和表示先验知识。

在这些情况下，人们可能想要找到分布的众数，或某些分布参数，如平均值、标准偏差等。在吉布

斯采样器之前，使用松弛标记算法 [19]找到众数，采用类似于下述算法。

松弛算法
Input: 能量函数 E[x],当前状态 x(t) = (x1, ...,xd) ∈Ω
Output: 新状态 x(t+1) ∈Ω
1. 随机选择一个变量 i ∈ {1, ...,d}
2. 计算

u = argmin
(

E[xi = 1|x−i], · · · ,E[xi = L|x−i]
)
.

3. 置

x(t+1)
−i = x(t)

−i,x
(t+1)
i = u.

这种贪婪算法的问题在于它无法保证找到全局最优。实际上，其经常陷入局部最优。吉布斯采样器

作为松弛算法的随机版本引入，这就是为什么 Geman & Geman1984的论文标题为“随机松弛”的原因。

在本章中，将讨论吉布斯采样器及其问题和一般化。数据增强的主题也进行介绍，并研究对 Julesz

系综的应用。

5.2 吉布斯采样器

吉布斯采样器的目标是对联合概率进行采样，

X = (x1,x2, · · · ,xd)∼ π(x1,x2, · · · ,xd)
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根据条件概率在每个维度中采样，

xi ∼ π(xi| x−i︸︷︷︸
fixed

) =
1
Z

exp(−E[xi|x−i]), ∀i。

这里 π(xi|x−i)是一个在位点（变量）i以其他变量为条件的的条件概率。

假设 Ω是 d 维的，每个维度被离散化为 L个有限状态。因此状态的总数是 Ld。吉布斯采样器程序

如下算法所示。

吉布斯采样器

输入: 概率函数 π(x),当前状态 x(t) = (x1, ...,xd) ∈Ω
输出 t: 新状态 x(t+1) ∈Ω
1. 随机选择一个变量 i ∈ {1, ...,d},选择 L个值 y1, ...,yL。

2. 使用下式计算条件概率向量 u = (u1, ...,uL)

uk = π(xi = vk|x−i)。

3. 采样 j ∼ u并置
x(t+1)
−i = x(t)

−i,x
(t+1)
i = y j。

在上面的步骤 1中选择变量的顺序可以是随机的也可以是遵循预定义的方案（例如 1,2, ...,d）。

定义 5.1 吉布斯采样器的一个扫描是对所有位点（变量）的一次顺序访问。

虽然一个吉布斯每一步的转移矩阵 Ki 可能不是不可约和非周期性的，但很容易证明总转移矩阵

K = K1 ·K2 · · ·Kd 在一次扫描后确实具有这些特征。因此，收缩系数满足C(K)< 1。

如果在 t 时 x(t) ∼ π(x)，且 x(t+1) ∼ π(x)，那么 K 有 π 作为其不变概率，如下所示

x(t) = (x1, · · · ,xi,xi+1, · · · ,xd)∼ π(x)

x(t+1) = (x1, · · · ,y j,xi+1, · · · ,xd)。

在两个状态之间移动时发生的唯一变化是用 y j 替换 xi。然而，我们知道

x(t+1) ∼ π(x1, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xd) ·π(y j|x1, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xd) =⇒ x(t+1) ∼ π(x)。

事实上，可以证明 [3]周期性吉布斯采样器（使用预定义方案 1,2...d 访问位点）具有几何收敛率：

‖µKn−π‖TV 6 1
2
(1− ed∆)n‖µ−π‖TV。

其中 ∆ = sup
i

δi,具有

δi = sup{|E(x)−E(y)|; x j = y j ∀ j 6= i}
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这里我们使用 E(x), π(x)的能量，即 π(x) =
1
Z

exp{−E(x)}。注意到我们只需要知道 E(x)和一个相加性
常数。

5.2.1 吉布斯采样器的一个主要问题

图 5.3:左图：吉布斯采样器很难采样具有两个紧耦合变量的概率，如例 5.3中所述。右图：一般来说，吉
布斯采样器很难采样集中在流形上的数据。

下例中说明了吉布斯采样器的一个主要问题。

例 5.3 对于一个概率 π(x1,x2)，其概率质量集中在一维线段上，如图 5.3所示,对这两个维度进行迭代采

样显然是低效的，即链是“锯齿状”的。

这个问题产生的原因是两个变量紧密耦合。最好是我们沿着线的方向移动。通常，当概率集中在 d

维空间中的较低维度流形中时会产生这个问题。马尔可夫链不允许在法线方向（离开流形）移动，而是

仅能在切线方向上。

我们知道，吉布斯分布源自变量 x
¯
上的约束，因此它们是在一些隐式流形中定义的，

Ω(H0) = {X : Hi(x) = hi, i = 1,2, · · · ,K}, H0 = (h1,h2, · · · ,hK)。

使用吉布斯采样器难以采样的吉布斯分布的例子一般是马尔可夫随机场，特别是 Ising/Potts模型。

设 G =<V,E >是邻接图，例如一个具有 4个最近邻连接的栅格。每个顶点 vi ∈V 都有一个具有有

限数量标签（或颜色）的状态变量 xi，xi ∈ {1,2, ...,L}。标签 L的总数是预先定义的。

定义 5.2 设 x = (x1,x2, ...,x|V |)表示图的标记，那么 Ising/Potts模型是一个马尔可夫随机场，

πPTS(x) =
1
Z

exp{− ∑
<s,t>∈E

βst1(xs 6= xt)}, (5.1)

其中 1(xs 6= xt)是一个布尔函数，若满足条件 xs 6= xt 则等于 1，否则等于 0。如果可能的标签数量是 L = 2，

则 π 称为 Ising模型；如果 L≥ 3，则称为 Potts模型。

对于一个更倾向于相邻顶点的颜色相同的铁磁体系统，我们通常认为 βst > 0。Potts模型及其扩展

在许多贝叶斯推理任务中用作先验概率。
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图 5.4: Ising模型具有平坦的难以采样的能量景观

例 5.4 对于定义在 Ising模型(5.1)上的单位点吉布斯采样器，由于平的能量景观，如图(5.4)所示，边界

节点以概率 p = 1/2翻转。翻转一串长度为 n的字符串平均需要 t ≥ 1/pn = 2n步！这意味着等待时间是

指数的。

5.3 Gibbs采样器泛化

本节介绍几个吉布斯采样器的修正和泛化，这些修正和泛化减轻了对 5.2.1节中强调的相关变量所

使用的方法所带来的一些困难。

5.3.1 击中逃跑

该设计随机选择一个方向并在该方向上进行采样。

假设当前状态是 x(t)。

1) 选择一个方向或坐标轴 e⃗t。

2) 沿坐标轴采样。

r ∼ π(x(t)+ r · e⃗t)

3) 更新状态

x(t+1) = x(t)+ r · e⃗t

沿着坐标轴的采样是一个连续的吉布斯采样器，可以通过Multi-Try Metropolis实现。然而，这种设

计仍然存在一个问题就是如何选择采样方向。

5.3.2 广义 Gibbs采样器

作为进一步的一种泛化，我们可以不必在直线上移动。在更一般的情况下，只要移动保持不变概

率，就可以将一组变换用于可能的移动。

Theorem 2 (Liu and Wu, 1999[12]) 设 Γ = {γ}是一个局部紧群，它作用于空间 Ω，每个元素乘法是一
个可能的移动，由下式给出

x(t)→ x(t+1) = γ ·x(t)。

如果 x∼ π 且元素 γ ∈ Γ由下式选择

γ|x∼ π(γ ·x)|Jγ(x)|H(dγ),

83



其中 Jγ(x)是在 x处计算的变换 x→ γ ·x的雅可比矩阵，H(dγ)是左不变哈尔测度，

H(γ ·B) = H(B), ∀γ,B,

则新状态服从不变概率

x(t+1) = γ ·x∼ π。

5.3.3 广义击中逃跑

从概念上讲，将击中逃跑的想法推广到空间的任意分区尤其在有限状态空间中是有益的。这个概念

是由 Persi Diaconis在 2000年提出的。

假设马尔可夫链由许多子链组成，转移概率是线性加权和，

K(x,y) =
N

∑
i=1

ωiKi(x,y), ωi = p(i),
N

∑
i=1

ωi = 1。

•

•

如果每个子核具有相同的不变概率，

∑
x

π(x)Ki(x,y) = π(y), ∀y ∈Ω,

则整个马尔可夫链服从 π(x)。通过第 i个类型、核为 Ki 的移动连接到 x的状态的集合表示为

Ωi(x) = {y ∈Ω : Ki(x,y)> 0}。

x连接到集合
Ω(x) = ∪N

i=1Ωi(x)。

这个方法的关键问题是:

1. 如何以一种系统的、有规则的方式，确定采样维度、方向、群变换、以及集合 Ωi(x)？

2. 如何调度由 p(i)控制的访问顺序？即如何选择移动方向、群和集合？

84



5.3.4 利用辅助变量采样

我们想从 π(x)中对 x采样，但由于变量之间的相关性，可能很难从中采样。避开这些相关性的一
个系统性方法是引入辅助随机变量 y，使得

x∼ π(x) → (x,y)∼ π+(x,y)。

辅助变量 y的示例:

• T –温度:模拟退火 [11]

• S –尺度:多栅格采样

• w –权重:动态加权

• b –边界:聚类采样，Swendsen-Wang方法 [7, 13]

• u –能级：切片采样 [7]

5.3.5 模拟退火

设目标概率为

π(x) =
1
Z

exp{−U(x)},

对于 L个温度水平，在 {1, 2, . . . , L}中增加一个变量 I

1 = T1 < T2 < · · ·< TL。

然后对联合概率进行采样，在 I = 1保持 X’s

(x, I)∼ π+(x, I) =
1

Z+
exp{− 1

TI
U(x)}。

在高温时采样器会更自由地移动，但很难在不同的温度水平之间穿越。假设在 L个水平上并行地运行

马尔可夫链。对所有链定义一个联合概率

π+(x1, . . . ,xL) ∝
L

∏
i=1

exp{− 1
Ti

U(xi)}。

变换两条链

(. . . ,xi, . . . ,x j, . . .)→ (. . . ,x j, . . . ,xi, . . .)。

最后以Metropolis-Hastings接受

α = min
(

1,exp{
( 1

Tj
− 1

Ti

)(
U(x j)−U(xi)

)
}
)
。
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5.3.6 切片采样

假设 x∼ π(x)在一个一维分布中。我们为概率水平引入一个辅助变量 y∈ [0,1]。因此，采样 x∼ π(x)
相当于从 (x,y)空间中的阴影区域均匀采样。

•

x(t) x(t+1)

y

x

π(x)

• •

•

我们使满足条件

∑
y

π+(x,y) = π(x),

但是 
y∼ π+(y|x) = unif(0,π(x))←容易采样

x∼ π+(x|y) = unif(

level set︷ ︸︸ ︷
{x;π(x)> y})←难以采样。

切片 {x;π(x) > y}通常包含由水平集 π(bx) = y限定的多个部分，并且难以采样。这种情况如图 5.5所

示。

图 5.5: 切片 {x;π(x)> y}通常包含多个部分，并且难以采样。

5.3.7 数据增强

对下式给出的辅助变量，切片采样方法提出两个一般条件

x∼ π(x) → (x,y)∼ π+(x,y)。
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1) 边缘概率为

∑
y

π+(x,y) = π(x)。

2) 两个条件概率都可以分解，并且易于从下式中采样{
x∼ π+(x|y)
y∼ π+(y|x)。

数据增强的直觉如下：

很多情况下概率集中在分离的众数（区域）上，并且在这些众数之间跳跃是很困难的，因为马尔可夫链

通常在局部移动。良好的辅助变量将会:

1) 帮助选择移动方向/群/集合（在广义击中逃跑中）。

2) 扩大搜索范围。

5.3.8 Metropolized吉布斯采样器

回到第 5.3.3节中的广义击中逃跑设置，其中核包含许多子核

K(x,y) =
N

∑
i=1

ωiKi(x,y), ωi = p(i),
N

∑
i=1

ωi = 1,

这些子核具有相同的不变概率，

∑
x

π(x)Ki(x,y) = π(y), ∀y ∈Ω。

通过第 i类移动连接到 x的状态集合为

Ωi(x) = {y ∈Ω : Ki(x,y)> 0}。

x被连接到集合
Ω(x) = ∪N

i=1Ωi(x)。

我们知道有两种一般设计: Gibbs和Metropolis.

1) Gibbs: 我们在每个集合中采样概率

y∼ [π]i(y), [π]i(y)∼

{
π(y) y ∈Ωi(x),
0, y /∈Ωi(x)。

在这种情况下，移动是对称的

Ωi(x) = Ωi(y)。
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2) Metropolis: 根据一个任意的 Ωi(x)移动，但提议分布 q未知，其中

qi(x,y) =
π(y)

∑y′∈Ωi(x) π(y′)
, ∀y′ ∈Ωi(x)。

但是需要检查

qi(y,x) =
π(x)

∑x′∈Ωi(y) π(x′)
, ∀x′ ∈Ωi(y)。

现在的问题是移动不再是对称的，即 Ωi(x) 6= Ωi(y)。虽然进行了归一化，但由于集合不同，细致
平衡方程可能不满足。为了修正这种移动并得到正确的平衡，我们需要一个条件，

y ∈Ωi(x) ⇐⇒ x ∈Ωi(y)。

我们取接受概率为

αi(x,y) = min
(

1,
qi(y,x) ·π(y)
qi(x,y) ·π(x)

)
= min

(
1,

π(x)
∑x′∈Ωi(y)

π(x′) ·π(y)
π(y)

∑y′∈Ωi(x)
π(y′) ·π(x)

)

= min
(

1,

Ωi(x)的总概率质量︷ ︸︸ ︷
∑

y′∈Ωi(x)
π(y′)

∑
x′∈Ωi(y)

π(x′)︸ ︷︷ ︸
Ωi(y)的总概率质量

)
。

子核是成对设计的,

Ki(x,y) = ωi1Kil(x,y)+ωirKir(x,y),

并有相应的空间 Ωil(x)和 Ωir(x)。

x

Ωir(x)

Ωil(x)
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在这种情况下，接受比是

αi(x,y) = min
(

1,
∑y′∈Ωil(x) π(y′)
∑x′∈Ωir(y) π(x′)

)
, y ∈Ωil(x)。

如果集合是对称的, i.e. Ωil(x) = Ωir(y),则接受比为 1。如果集合是非对称的，则需要Metropolis接

受步骤来重新平衡移动。

我们可以通过禁止马尔可夫链在条件概率中保持其当前状态来改进传统的吉布斯采样器。因此，

这些集合肯定是不对称的，需要 Metropolis接受步骤来重新平衡。该方法称为 Metropolized吉布

斯采样器（MGS）。提议矩阵中对角线的元素设为零。这是马尔可夫链的理想特性，因为它使链具

有快速混合时间。

q(x,y) =
π(y)

1−π(x)
, y ∈Ω(x),x /∈Ω(x),

其中 1表示归一化因子。因此，接受比变为

α(x,y) = min
(

1,
1−π(x)
1−π(y)

)
。

此外，已经证明

KMGS(x,y)> KGibbs(x,y), ∀x 6= y ∈Ω。

5.4 数据关联和数据增强

在许多情况下，当观测数据 y增加了一些丢失（隐藏）数据 h时，可以得到一个精确的模型 f (y,h|θ)。
例如，如果观测的灰度图像增加一个包含面部位置、旋转、比例、3D姿势以及其他变量（例如太阳眼

镜、胡须等）的向量，则可以获得更精确的人脸模型 f (y,h|θ)（其中 θ ∈ {0,1}可以表示人脸/非人脸）。

然后通过对隐变量积分，可以得到以观测数据为条件的参数 θ 的后验分布

p(θ |y) =
∫

p(θ |y,h)p(h|y)dh。 (5.2)

如果能对 p(h|y)采样，那么我们可以使用方程(5.2)来得到 p(θ |y)的蒙特卡罗近似。Tanner和Wong [14]

发现可以使用目标分布 p(θ |y)的初始近似 f (θ)，通过先对 θi ∼ f (θ)采样，然后在对 hi ∼ p(h|θi,y)采
样，从

p̃(h) =
∫

p(h|θ ,y) f (θ)dθ ,

中获得隐变量 h1, ...,hm。这些隐样本也称为多重插补。我们可以使用他们来获得（有希望的）更好的目

标分布近似

f (θ) =
1
m

m

∑
i=1

p(θ |y,hi)。

因此，原始数据增强算法以一组隐藏值 h(0)
1 , ...,h(0)

m 开始，以如下方式进行：
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数据增强（DA）

初始化 h(0)
1 , ...,h(0)

m

for从 t=1到 N iter do
for从 i=1到 m do
从 {1, ...,m}中随机抽取 k

采样 θ ′ ∼ p(θ |y,h(t−1)
k )

采样 h(t)
k ∼ p(h|y,θ ′)

end for
end for

一个重要的观测结果是 DA算法等价于 m = 1的版本，因为当前的每个元素 h(t)
1 , ...,h(t)

m 都可以追溯

到它的起源。可以很容易地看出，当 t 足够大时，来自 t 代的所有样本都源于单个元素。由于父母被选

择的纯随机方式，共同祖先的选择没有偏差。因此，DA算法相当于 Gibbs采样器类型的算法，该算法

在对参数 θ 进行采样和对隐变量 h进行采样之间进行交替：

简化的数据增强
初始化 h
for从 t=1到 N iter do
采样 θ ′ ∼ p(θ |y,h(t−1))

采样 h(t) ∼ p(h|y,θ ′)
end for

5.5 Julesz系综和MCMC纹理采样

设 I 是定义在有限栅格 Λ ⊂ Z2 上的图像。对于每个像素 v = (x,y) ∈ Λ，在 v 处的灰度值表示为

I(v) ∈ S，S是实线上的有限区间或者是量化的灰度级的有限集合。我们用 ΩΛ = S|Λ|表示 Λ上所有图像
的空间。

在对同质纹理图像建模时，我们对探索局部图像特征的有限统计量集合感兴趣。最初通过使用多

边形和团上的共生矩阵对这些统计量进行了研究，但其被证明不足以描述现实世界的图像，以及与生物

视觉系统无关。在 20世纪 80年代后期，人们认识到真实世界的意象能被空间/频率基更好地表示，如

Gabor滤波器 [6]，小波变换 [5]和滤波器金字塔。

给定一个滤波器的集合 {F (α),α = 1,2, ...,K}，为每个滤波器 F (α) 计算一个子带图像 I(α) = F (α) ∗ I。
然后统计量从子带图像或金字塔而不是强度图像中提取。从降维的角度看，滤波器表征局部纹理特征，

从而子带图像的简单统计量可以捕获在高位空间中需要 k百分度或团统计量的信息。

尽管 Gabor滤波器在生物视觉 [4]中具有良好的基础，但对于视觉皮层如何在图像中池化统计量知

之甚少。文献中有四种流行的统计量的选择。

1. 单个滤波器响应的矩，如 I(α)的均值和方差。2. 类似于“on/off”细胞响应的整流函数 [2]：

h(α,+)(I) =
1
|Λ|∑v∈Λ

R+(I(α)(v)),h(α,−)(I) =
1
|Λ|∑v∈Λ

R−(I(α)(v))。
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3. I(α)的经验直方图的一个单元区间。4. (I(1), · · · ,I(k))的完整联合直方图的一个区间。
在下文中，我们将研究基于这样的滤波器统计量的纹理的数学定义 - Julesz系综 -以及从其中采样

图像的算法。

5.5.1 Julesz系综 -纹理的数学定义

给定一个 K 个统计量 h = {h(α) : α = 1,2, ...,K}的集合，其已经相对于栅格 |Λ|的大小进行了标准
化，图像 I被映射到统计空间中的一个点 h(I) = (h(1)(I), ...,h(K)(I))。设

ΩΛ(h0) = {I : h(I) = h0}

为共享相同统计量 ho 的图像集合。图像空间 ΩΛ 划分为等价类

ΩΛ = ∪hΩΛ(h)。

由于有限栅格中的灰度量化，实际上需要减小对统计量的约束，并将图像集合定义为

ΩΛ(H) = {I : h(I) ∈H},

其中H是 h0 周围的开集。ΩΛ(H)意味着一个均匀分布

q(I;H) =

{
1

|ΩΛ(H)| 对 I ∈ΩΛ(H),

0 其他,

其中 |ΩΛ(H)|是集合的容量。
定义 给定一组标准化的统计量 h = {h(α) : α = 1,2, ...,K}，一个 Julesz 系综是在某些边界条件下当

Λ→ Z2 且H→{h}时 ΩΛ(H)的极限。

一个 Julesz系综 Ω(h)是在一个H接近 h的大的栅格上 ΩΛ(H)的数学理想化。当 Λ→ Z2时，使标

准化统计量H→{h}是有意义的。我们在与 van Hove[10]同样的意义上假设 Λ→ Z2，即边界大小与 Λ
大小之间的比率变为 0，|∂Λ|/|Λ| → 0。事实上，我们通常会认为栅格足够大如果 |∂Λ|

|Λ| 非常小，如 1/15。

因此，略微滥用一下这个概念并避免处理极限的专有性，我们将一个足够大的图像（如 256× 256像素）

看做一个无限图像。更详细的说明请参考文献 [15]。

一个 Julesz系综 Ω(h)在 Z2 上定义了一个纹理模式，并将纹理映射到特征统计空间 h中。为了与
颜色进行比较，当一个波长为 λ ∈ [400,700]纳米的电磁波定义了一种独特的可见颜色，统计值 h定义
了纹理模式！1

纹理的数学定义可能与人类的纹理感知不同。后者对统计量 h具有非常粗糙的精确度，并且经常
受到经验的影响。

在创建纹理的数学定义期间，建模被设为反问题。假设我们获得了一组观测的训练图像 Ωobs =

{Iobs,1,Iobs,2, ...,Iobs,M}，他们是从一个未知的 Julesz 系综 Ω∗ = Ω(h∗) 中采样得到的。纹理建模的目的
是搜索统计量 h∗。

1我们用 Julesz命名这个系综，以纪念他在纹理方面的先驱性工作。这并不是意味着 Julesz用这种数学公式定义了纹理模式。
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如上所述，我们首先从字典 B中选择 K 个统计量的集合，然后利用下式计算观测图像的标准化统

计量 hobs = (h(1)
obs, ...,h

(K)
obs )，

h(α)
obs =

1
M

M

∑
i=1

h(α)(Iobs,i), α = 1,2, ...,K。 (5.3)

然后使用 hobs 定义纹理图像的系综，

ΩK,ε = {I : D(h(α)(I),h(α)
obs)≤ ε, ∀α}, (5.4)

其中 D是某种距离，例如直方图的 L1距离。如果 Λ足够大到可以被认为是无限的，我们可以将 ε 实质
设为 0，并将相应的 ΩK,ε 表示为 ΩK。系综 ΩK 意味着 ΩK 上的均匀概率分布 q(I;h)，其熵是 log |ΩK |。

图 5.6: 随着加入更多的统计约束，Julesz系综的容量（或熵）单调减少。©[2000] IEEE。经许可重印，来
自参考文献 [16]。

为了搜索潜在的 Julesz系综 Ω∗，我们可以采用 Zhu，Wu和 Mumford使用的搜寻策略 (1997)[17]。

当 k = 0时，我们有 Ω0 = ΩΛ。假设在步骤 k时，统计量 h被选择。然后，在步骤 k+1时一个统计量

h(k+1)被加入以得到 h+ = (h,h(k+1))。选择 h(k+1)为在字典 B中的所有统计量中具有最大的熵减，

h(k+1) = argmax
β∈B

[entropy(q(I;h))− entropy(q(I;h+)] = argmax
β∈B

[log |Ωk|− log |Ωk+1|]。 (5.5)

熵减称为 h(k+1)的信息增益。

如图 5.6所示，随着增加更多统计量，Julesz系综的熵或容量单调减少

ΩΛ = Ω0 ⊇Ω1 ⊇ ·· · ⊇Ωk ⊇ ·· ·。

显然，引入太多统计量会导致过拟合。在极限 k→ ∞中，Ω∞ 仅包括 Ωobs 中的观测图像及其转化版本。

给定观测的有限图像，统计量 h和 Julesz系综 Ω(h)的选择是一个模型复杂度问题，其已在统计学
文献中进行了广泛研究。在最大最小熵模型 [17, 18]中，AIC准则 [1]被采用进行模型选择。AIC的直

观想法很简单。给定有限图像，我们应该测量新统计量 h(k+1)对 Ωobs中训练图像的波动。因此，当添加

一个新的统计量时，它会带来新的信息以及估计误差。当 h(k+1)带来的估计误差大于其信息增益时，应

该停止特征搜寻过程。
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5.5.2 Gibbs系综和系综等价性

在本节中，我们将讨论 Gibbs系综以及 Julesz和 Gibbs系综之间的等价性。文献 [15]中给出了详细

的讨论。给定一组观测图像 Ωobs 和统计量 hobs，另一个研究方向是求索概率纹理模型，特别是在 Gibbs

分布或 MRF模型中。MRF模型的一个一般类型是由 Zhu, Wu, and Mumford于 1997年研究的 FRAME

模型 [17, 18]。源自最大熵准则的 FRAME模型具有 Gibbs形式

p(I;β ) =
1

Z(β )
exp{−

K

∑
α=1

< β (α),h(α)(I)>}= 1
Z(β )

exp{< β ,h(I)>}。 (5.6)

参数 β = (β (1),β (2), ...,β (K))是拉格朗日乘数。通过使 p(I;β )重现观测统计量确定 β 的值，

E
p(I;β )

[h(α)(I)] = h(α)
obs α = 1,2, ...,K。 (5.7)

统计量的选择遵循最小熵准则。

随着图像栅格变得足够大，标准化统计量的波动减小。因此，当 Λ→ Z2 时，FRAME模型在没有

相变的情况下收敛到一个有限随机场。有限随机场本质上将其所有概率质量均匀地集中在一组图像上，

我们称其为 Gibbs系综。2

在 [15]中已经表明 p(I;β )给出的 Gibbs系综等价于 q(I;hobs)指定的 Julesz系综。β 和 hobs 之间的

关系用等式（5.7）表示。直观地，q(I;hobs)由硬约束定义，而 Gibbs模型 p(I;β )由软约束定义。两者
都使用观测统计量 hobs，而当栅格 Λ变得足够大时，模型 p(I;β )均匀集中在 Julesz系综上。

上面的系综等价揭示了纹理建模中的两个重要事实。

1. 给定一组统计量 h，我们可以通过从 Julesz系综 Ω(h)中采样来合成拟合 FRAME模型的典型纹理

图像，而无需在 FRAME模型中学习参数 β [17]，其很浪费时间。因此，利用 Julesz系综可以有效

地完成特征追寻，模型选择和纹理合成。

2. 对于从 Julesz 系综采样的图像，给定其环境的图像局部分块服从由最小最大熵准则得出的 Gibbs

分布（或 FRAME模型）。因此，Gibbs模型 p(I;β )为小的图像分块上的 q(I;h)的条件分布提供了
参数形式。p(I;β )应该用于纹理分类和分割等任务。

Julesz系综的追寻也可以基于最小最大熵准则。首先，定义 Ω(h)作为共享统计量 h的图像的最大
集合等价于最大熵准则。其次，方程 (5.5)中的统计量追寻使用最小熵准则。因此，在最小最大熵理论

下，一个纹理建模的统一框架出现了。

5.5.3 Julesz系综采样

采样 Julesz系综是一项很重要的任务！当 |ΩK |/|ΩΛ|呈指数减小时，Julesz系综在图像空间中的容

量几乎为零。因此拒绝采样方法是不合适的，我们改为使用马尔可夫链蒙特卡罗方法。

2在计算特征统计量 h(I)时，我们需要定义边界条件，以使 Λ中的滤波器响应被很好地定义。在相变的情况下，Gibbs分布的极限不是唯一
的，它取决于边界条件。然而，Julesz系综和 Gibbs系综之间的等价性甚至在相变时可以保持。相变的研究不在本书的范围。
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首先我们定义一个函数

G(I) =

{
0, if D(h(α)(I),h(α)

obs)≤ ε, ∀α。
∑K

α=1 D(h(α)(I),h(α)
obs), 。

当温度 T 变为 0时，分布

q(I;h,T ) =
1

Z(T )
exp{−G(I)/T} (5.8)

收敛到 Julesz系综 ΩK。q(I;h,T )可以由 Gibbs采样器或其他MCMC算法采样。

采样 Julesz系综
输入: 纹理图像 {Iobs,i, i = 1,2, ...,M}, K 个统计量 (滤波器) {F (1),F (2), ...,F (K)}。
计算 hobs = {h(α)

obs , α = 1, ...,K}。
初始化一个合成图像 I (例如白噪声).

T ← T0.

repeat
随机选取一个位置 v ∈ Λ,

for I(v) ∈ S do
计算 q(I(v) | I(−v);h,T ).

end for
从 q(I(v) | I(−v);h,T )中随机抽取一个新的值 I(v).
每次扫描后减少 T .

当 D(h(α)(I),h(α)
obs)≤ ε，α = 1,2, ...,K 时记录样本

until收集到足够的样本.

在上面算法中，q(I(v) | I(−v);h,T )是像素值 I(v)的条件概率，其余栅格灰度固定。在随机访问方
案中，一次扫描翻转 |Λ|个像素，或在固定访问方案中翻转所有像素。

由于 Julesz系综和 Gibbs系综之间的等价性 [15]，来自 q(I;h)的采样图像和来自 p(I;β )的采样图像
共享许多特征，它们不仅产生 bh中的相同统计量，还产生由任何其他滤波器（线性或非线性）提取的

统计量。有一个在一些计算机视觉工作中被误解的关键概念值得强调。Julesz系综是 Gibbs系综 p(I;β )
的“典型”图像集合，而不是最小化 p(I;β )中 Gibbs势（或能量）的“最可能”图像。

此算法可用于选择统计量 h，如 [17]中一样。也就是说，可以通过减少熵来追寻新的统计量，如在

等式 (5.5)中衡量的那样。[15]中给出了深入的讨论。

5.5.4 实验：对 Julesz系综进行采样

在这个实验中，我们选择了 [17]中使用的所有 56个线性滤波器（各种尺度和方向的 Gabor滤波器

和高斯滤波器的小拉普拉斯算子）。最大的滤波器窗口大小是 19×19像素。我们选择 h作为这些滤波
器的边缘直方图，并使用算法 I 对 Julesz 系综进行采样。虽然每个纹理模式通常只需要一小部分滤波

器，但我们还是使用通用滤波器组。通过集成所有这 56个滤波器来学习 FRAME模型几乎是不切实际

的，因此使用更简单但等效的模型 q(I;h)计算更容易。
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图 5.7: 左侧：观测纹理图像，右侧：与 56个滤波器的观测直方图共享精确的直方图的合成纹理图像。
©[2000] IEEE。经许可重印，来自参考文献 [16]。

我们在从各种源收集的一组大量的纹理图像上运行算法。结果显示在图 5.7中。左列表示观测纹理，

右列显示大小为 256×256像素的合成图像。对于这些纹理，从温度 T0 = 3开始，在 20到 100次扫描之

后，边缘统计量紧密匹配（每个直方图的误差小于 1%）。由于合成图像是有限的，匹配误差 ε 不能无限
小。一般来说，我们设置 ε ∝ 1

|Λ|。

该实验表明 Gabor滤波器和边缘直方图足以捕获各种均匀纹理模式。例如，图 5.7顶行中的布料图

案具有非常规则的结构，在合成的纹理图像中可以很好地再现。这表明不同尺度的 Gabor滤波器在不使

用显式的联合直方图的情况下对齐。该对齐和高阶统计量可以通过滤波器的交互来说明。这个实验揭

示了两个问题。

第一个问题在图 5.7底部的失败示例中得到证明。观测纹理模式具有较大的结构，其周期比滤波器

组中最大的 Gabor滤波器窗口还要长。结果，这些周期性模式在两个合成图像中蔓延，而基本纹理特征

被很好地保留。

第二个问题与Gibbs采样器的有效性有关。如果我们放大棋盘图像以使棋盘的每个方格大小为 15×
15像素，那么必须选择具有窗口尺寸较大的滤波器来学习这种棋盘图案。使用算法 I中的 Gibbs采样器

紧密匹配边缘统计量变得不可行，因为对于这种较大模式一次翻转一个像素是低效的。这建议我们应

该寻找可以更新较大图像分块的更有效的采样方法。我们认为其他统计量匹配方法也会出现这个问题，

例如最速下降 [2, 8]。Gibbs采样器的低效也反映在其缓慢的混合速率上。在合成第一张图像之后，算法

需要很长时间来生成与第一图像不同的图像。也就是说，马尔可夫链在 Julesz系综中移动非常缓慢。
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练习

问题 1. 在可数状态空间 Ω中，考虑两个具有公共不变概率 π 的转移核 K1和 K2。这里说在 Pushin顺序

下K1 主导K2，如果

K1(x,y)≥ K2(x,y),∀x 6= y.

即 K1 的非对角线元素不小于 K2 对应的元素。（来自 K1 的样本 {X1
t }t≥0 的相关性低于来自 K2 的样本

{X2
t }t≥0。证明Metropolised Gibbs采样器主导Gibbs采样器。（为了固定符号，假设我们用 X =(x1,x2, ...,xn)

对概率 π(X)采样。两种情况都随机选择一个站点 xi。）

问题 2.我们考虑设计一个连续 Gibbs采样器。为了简化问题，我们只研究一维概率 π(x),x ∈ [a,b]。对

于高维空间，将应用相同的程序，因为每次我们仍然在实数区间 [a,b]中以一维条件概率进行采样。

我们将区间分成等长 L = b−a
K 的 K 个单元区间。用 B1,B2, ...,BK 表示这些单元区间。假定当前状态

是 x，不失一般性，假设 x ∈ B1。我们在其他 K−1个单元区间上均匀采样 K−1个中间点 Z2,Z3, ...,ZK，

Zi ∼ Unif(Bi)。定义 K−1个点的总概率质量为

S = π(z2)+ · · ·+π(zK)。

然后在 K 个点 x,z2,z3, ...,zK 中通过离散的 Gibbs采样器选择下一个状态 y。

y ∈ {x,z2, ...,zK} ∼
π(y)

π(x)+S

现在，当马尔可夫链处于 y状态时，它可以以类似的方式回到状态 x。

1. 转移概率 K(x,y)是什么？[提示：将 K−2个其他变量视为需要积分的“阶梯石”或辅助变量。]

2. 如果我们将概率 K(x,y)视为提议概率，并应用Metropolis-Hastings步骤，证明该比率为

K(x,y)
K(y,x)

=
π(y)
π(x)

因此，接受比始终为 1。

3. 在上述结论中，容器数量 K 是否重要？如果不重要，那么你认为选择一个较大的 K 有什么好处？

[想想这个，做个猜想]我们应该在状态 x和 y时使用同一单元区间的集合吗？为什么？
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第 5章 聚类采样方法

‘‘不包含正/负关系的内部成分的形状在相同性质的形状下作用发挥的更好” - Keith Haring

介绍

Robert H.
Swendsen

Swendsen-Wang算法最初是为了解决在发生相变的临界温度或接近临界温度时，对

下述 Ising和 Potts模型进行采样时的临界慢化问题而设计的。Fortuin and Kasteleyn [17]

已将 Potts模型映射到了一种渗透模型 [7]。渗透模型是一种具有随机分布孔隙的多孔材

料的模型，液体经过孔隙可以渗透。模型定义在一组节点 (例如在点阵上组织)上，每个

节点有一个从期望为 p的伯努利随机分布独立采样的标签，其中标签 1表示一个孔隙。

两个具有标签 1的相邻节点通过边自动连接。这样，通过对节点标签进行采样并自动连

接具有标签 1的相邻节点来获得随机节点聚类。

Jian-Sheng
Wang

这是一种渗透模型。如果孔隙概率很大，那么会存在非零概率，形成将点阵左部的边缘

连接到右部的边的聚类。在这种情况下，就认为是系统渗透。在本章中，我们回顾 Potts

模型和 Swendsen-Wang（SW）方法，还阐述了该方法的若干解释，定理和变体。本章最

后讨论了子空间聚类以及目前最先进 C4 算法。应用包括图像分割，稀疏动态分割和子

空间聚类。

图 6.1: 渗透模型图解。左: 系统不渗透。右: 系统渗透。
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6.1 Potts模型和 Swendsen-Wang

设 G =< V E >为一个邻接图，如有 4个最近邻连接的栅格。每个顶点 vi ∈ V 有一个状态变量 xi，

其具有有限数量的标签（或颜色），xi ∈ {12...L}。标签 L的总数是预先定义的。如果 X = (x1,x2, ...,x|V |)

表示图的标记，那么这个 Ising / Potts模型是一个马尔可夫随机场，

πPTS(X) =
1
Z

exp{− ∑
<st>∈E

βst1(xs 6= xt)}, (6.1)

其中 1(xs 6= xt)是一个布尔函数，如果观察到条件 xs 6= xt 则等于 1，否则等于 0。如果可能的标签数量

L = 2，那么 π 就被称为 Ising模型；如果 L≥ 3，那么就称为 Potts模型。对于相邻顶点更喜欢相同颜色

的铁磁体系统，通常我们认为 βst > 0。Potts模型及其扩展被用作许多贝叶斯推理任务中的先验概率。

图 6.2: SW方法解释。(a)一个邻接矩阵 G，其每条边 e =< st >有一个二进制变量 µe ∈ {10}。(b)图 G
的标记，其连接不同的颜色顶点的边会被移除。(c)依概率关闭（b）中的一些边之后的许多连通分量。
©[2000] Taylor & Francis。经许可重印，来自参考文献 [4]。

Swendsen-Wang（SW）算法在边中引入了一组辅助变量，如图 6.2 (a)所示。

U = {µe : µe ∈ {0,1}, ∀e ∈ E}。 (6.2)

当且仅当 µe = 0时，边 e被断开（或关闭）。二进制变量 µe服从以连接 xsxt 的边 e的标签为条件的

伯努利分布。

µe|(xsxt)∼ Bernoulli(qe1(xs = xt)), with qe = 1− e−βst , ∀e ∈ E。 (6.3)

因此，如果 xs = xt，则以概率 qe 有 µe = 1；如果 xs 6= xt，则以概率 1有 µe = 0。在此设置下，SW方法

迭代以下两个步骤。

1. 聚类步骤: 给定当前标签 X，根据公式 (6.3)对 U中的辅助变量采样。首先依据 µe 关闭边 e。也

就是说，如果 xs 6= xt，则边 e =< st >确定关闭，如图 6.2 (b)所示。现在边的全集由下式给出

E = Eon(X)∪Eoff(X)。 (6.4)
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剩下的边以概率 1−qst = exp(−βst)关闭。边 e根据 µe分为“on”和“off”组。因此边的集和 Eon(X)进

一步划分为，

Eon(X) = Eon(U,X)∪Eoff(U,X)。 (6.5)

β = 0.1

β = 0.8

β = 0.9

β = 1.0

图 6.3: 对于 βi j = β 的不同值，通过 SW 算法在 Ising 模型上获得的连续样本。从上到下: β 分别等于
0.10.80.91.0。

如图 6.2 (c)所示，Eon(UX)中的边形成许多连通分量。我们用下式表示在 Eon(UX)中连通分量的

集合，

CP(U,X) = {cpi : i = 1,2, ...K, with∪K
i=1 cpi =V}。 (6.6)

每个连通分量 cpi 中的顶点保证具有相同的颜色。直观地，强耦合位点有更高概率被分组到一个连通分

量。这些连通分量现在已经解耦。

2. 翻转步骤: 随机选择一个连通分量 Vo ∈ CP，并为 Vo 中的所有顶点分配一个共同的颜色 ℓ。新标
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签 ℓ服从离散的均匀分布，

xs = ℓ ∀s ∈Vo, ℓ∼ uniform{1,2, ...,L}。 (6.7)

在这步中，我们可以选择独立执行 CP(U)中部分或全部连通分量的随机颜色翻转，因为他们是解耦的。

通过这样做，图中所有可能的标记都在一步中连接，就像 Gibbs采样器的一次扫描。

在Wolff的 [60]修改版中，我们或者可以选择一个顶点 v ∈V，并在 v附近的边上进行伯努利试验

后生成一个单连通分量。这在聚类步骤中节省了一些计算时间，但是较大的分量被选中的机会更大。

图 6.3显示了对于参数 βi j = β 的不同值，尺寸为 256×256的栅格，在 Ising模型上运行 SW算法的

结果。对于较小的 β 值，样本表现是随机的，而当 β = 1时，大多数节点具有相同的标记。存在 0.8或

0.9附近的值 β0，在这里存在随机阶段和单色阶段之间的相变。值 1/β0 称为临界温度。

通过使用路径耦合技术，Cooper and Frieze [10]已经证明，如果图 G中的每个顶点连接到 O(1)个

相邻点，则混合时间 τ(见公式 (6.40))是顶点数 N 的多项式，也就是说，每个顶点的连通性不会随着 V

的大小而增长。这通常会在计算机视觉问题中观察到，例如关于栅格或平面图。当图 G完全连通时，混

合时间在最坏情况下呈指数级变化 [23]。这种情况通常不会出现在视觉问题中。

在贝叶斯模型 p(x|I) ∝ p(I|x)p(x)中，Ising/Potts模型 p(x)被用作先验模型，其中似然 p(I|x)衡量
x对输入图像解释的如何。然而，在存在似然的情况下，SW算法会减慢，这种情况也被称作外部场。这

是因为聚类结果完全基于先验系数 βi j 创建，而忽略了似然。Higdon引入了一种名为部分解耦 [25]的辅

助变量方法，该方法考虑了增长聚类时的似然。然而，这种方法仍局限于具有 Ising / Potts先验的模型。

Huber[26]为 Potts模型(6.1)提出了一种边界链方法，其可以判断 SW马尔可夫链何时收敛，从而获得精

确或完美的采样 [45]。对于远低于或远高于临界水平的 1
β 值，达到精确采样的步数为 O(log |Eo|)的数

量级。

6.2 SW算法的解释

SW算法有三种不同的解释，一个作为Metropolis-Hastings算法，一个作为具有辅助变量的数据增

强方法，一个作为切片采样算法。简单起见，在本节中，我们假设我们正在使用 βst = β > 0∀< st >∈ E

的同质 Potts模型。

6.2.1 解释 1：Metropolis-Hastings观点

SW算法可以被解释为具有接受概率 1的Metropolis-Hastings步骤。

图 6.4显示了在连通分量 Vo的像素标签上不同的两个分区状态 A和 B。假设当前状态是 A，其中 Vo

连接到作为剩余黑色顶点的 V1。在 Vo 和 V1 之间以某种概率被关闭的边形成一个切割，

C01 =C(V0,V1) = {e =< s, t >: s ∈V0, t ∈V1}。

切割由图 6.4十字符号表示。显然，通过 SW聚类步骤到达连通分量 Vo的方法有很多种。但是，每种方

法都必须包括关闭C01 中的边。同样，如果马尔可夫链当前处于状态 B，它也有机会选择白色的连通分
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图 6.4: SW算法在 Ising/Potts模型的一个步骤中翻转了一块节点。©[2000]IEEE。经许可重印，来自参
考文献 [3]。

量 Vo。我们将剩余的白色顶点表示为 V2，并且 V0 和 V2 之间的切割是 V0 and V2 is

C02 =C(V0,V2) = {e =< s, t >: s ∈V0, t ∈V2}。

到目前为止，我们有两个对 Vo有不同标记的状态 A和 B。Metropolis-Hastings算法用于在它们之间

创建可逆移动。虽然难以计算提议概率 Q(A→ B)和 Q(B→ A)，但可以通过下式给出的化简来比较容

易地计算它们的比率
Q(A→ B)
Q(B→ A)

=
(1−q)|C01|

(1−q)|C02|
= (1−q)|C01|−|C02|。 (6.8)

在上式中，|C01| and |C02|是集合的基数。换句话说，除了切口具有不同的尺寸，在状态 A和 B中选择

V0 的概率是相同的。值得注意的是，概率比 π(A)/π(B)也由切口的大小决定，如下所示

π(A)
π(B)

=
e−β |C02|

e−β |C01|
= eβ (|C01|−|C02|)。 (6.9)

然后给出从 A到 B的接受概率

α(A→ B) = min(1,
Q(B→ A)
Q(A→ B)

· π(B)
π(A)

) = (
e−β

1−q
)|C01|−|C02|。 (6.10)

如果边缘概率选择为 q = 1− e−β，那么从 A到 B的提议总是被接受，α(A→ B) = 1。由于 β 与温度倒
数成正比，因此 q在低温下倾向于 1，并且 SW算法一次翻转一大块。因此，即使在临界温度下，SW

算法也可以快速融合。

证明 6.2.1 (等式(6.8))。设 UA|(X = A)和 UB|(X = B)分别是状态 A和 B中辅助变量的实现。根据翻转过

程中的伯努利概率，分别得到两组连通分量 CP(UA|X = A)和 CP(UB|X = B)。我们将 UA 分为两组，分

别为 on边和 off边，

UA = UA,on∩UA,off, (6.11)
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其中

UA,on = {µe ∈ UA : µe = 1}, UA,off = {µe ∈ UA : µe = 0}

我们只对产生连通分量 Vo的 UA’s（并且因此 CP(UA|X = A)’s））感兴趣。我们在给定 A的一个集合中搜

集所有这样的 UA，

Ω(Vo|A) = {UA s。t。Vo ∈ CP(UA|X = A)}。 (6.12)

为了使 Vo成为 A中的连通分量，必须切断（关闭）Vo和 V1之间的所有边。我们表示一组关闭的边不是
−UA,off 切割的一部分，

UA,off =C(Vo,V1) ∪ −UA,off, ∀UA ∈Ω(Vo|A)。 (6.13)

同样地，我们在状态 B中收集所有生成连通分量 Vo 的 UB，

Ω(Vo|B) = {UB s。t。Vo ∈ CP(UB|X = B)}。 (6.14)

为了使 Vo 成为 UB|B中的连通分量，聚类步骤必须切断 Vo 和 V2 之间的所有边。因此我们有

UB = UB,on∪UB,off, 其中 (6.15)

UB,off =C(Vo,V2) ∪ −UBoff, ∀UB ∈Ω(Vo|B)。 (6.16)

该公式中的一个关键是观察 Ω(Vo|A)和 Ω(Vo|B)存在的一对一映射。这是因为任何 UA ∈Ω(Vo|A)都
具有一对一的相对应 UB ∈Ω(Vo|B)，其得到

UB,on = UA,on, UB,off =
− UA,off∪C(Vo,V2)。 (6.17)

也就是说，UA 和 UB 仅在切割 C(Vo,V1)和 C(Vo,V2)方面不同，其中所有辅助变量都关闭。因此，它们

的连通分量都是相同的

CP(UA|X = A) = CP(UB|X = B) (6.18)

类似地，任何 UB ∈Ω(Vo|B)都具有一一的相对应 UA ∈Ω(Vo|A)。

假设我们现在从 CP(UA|X = A)中的所有连通分量中选择具有均匀概率的 Vo ∈ CP(UA|X = A)。那么

在状态 A中选择 Vo 的概率为

q(Vo|A) = ∑
UA∈Ω(Vo|A)

1
|CP(UA|X = A)| ∏

e∈UA,on

qe ∏
e∈−UA,off

(1−qe) ∏
e∈C(Vo,V1)

(1−qe)。 (6.19)

类似地，在状态 B中选择 Vo 的概率为

q(Vo|B) = ∑
UB∈Ω(Vo|B)

1
|CP(UB|X = B)| ∏

e∈UB,on

qe ∏
e∈−UB,off

(1−qe) ∏
e∈C(Vo,V2)

(1−qe)。 (6.20)

用等式 (6.20) 除以等式 (6.19)，通过 Ω(Vo|A) 和 Ω(Vo|B) 之间的一对一的对应关系化简，我们得到等
式 (6.8)中的比率。在C(Vo,V1) = /0，∏e∈C(Vo,V1)(1−qe) = 1的特殊情况下。
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注意，这个证明对于任意设计的 qe 都是成立的。

当连接两个状态的路径有两条时，会出现稍微复杂的情况，如图 6.5所示。

图 6.5: 状态 A中具有两个子图 V1 和 V2，它们在状态 B中合并。在这种情况下，从状态 A到状态 B有
两条路径，一条通过选择 Vo =V1，另一条通过选择 Vo =V2。改编自 Barbu and Zhu [3]。

路径 1。选择 Vo =V1。在状态 A中，选择一个新标签 ℓ= 2，即将 Vo 合并到 V2 中，而在状态 B中相反，

选择一个新标签 ℓ= 1，即从 V2 中拆分 Vo。

路径 2。在状态 A中，选择一个新标签 ℓ= 1，即将 Vo合并为 V1，反之则合并到状态 B，选择 ℓ= 2，即

从 V1 分割 Vo。在这种情况下，提议概率比为，

Q(B→ A)
Q(A→ B)

=
q(Vo =V1|B)q(XVo = 2|Vo,B)+q(Vo =V2|B)q(XVo = 1|Vo,B)
q(Vo =V1|A)q(XVo = 1|Vo,A))+q(Vo =V2|A)q(XVo = 2|Vo,A)

。 (6.21)

在状态 A中，两个路径的切割 C(Vo,Vℓ \Vo) = /0，并且在状态 B中，切割为两个路径的 C(V1,V2)。在命

题 6.6之后，选择 Vo =V1 和 Vo =V2 的概率比相等并由下式给出，

q(Vo =V1|A)
q(Vo =V1|B)

=
1

∏e∈C(V1,V2)(1−qe)
=

q(Vo =V2|A)
q(Vo =V2|B

。 (6.22)

一旦选择 Vo，使得 Vo =V1或 Vo =V2，A和 B的剩余划分是相同的，并且由 XV\Vo 表示。在提出 Vo的新

标签时，我们很容易观察到

q(XVo = 2|Vo =V1,B)
q(XVo = 1|Vo =V2,A)

=
q(XVo = 1|Vo =V2,B)
q(XVo = 2|Vo =V1,A)

。 (6.23)

在这种方法下，接受率仍为 1。

6.2.2 解释 2: 数据增强

第二种解释遵循 Edward和 Sokal[14]，他将 Potts模型扩展为 X和 U的联合概率，

pES(X,U) =
1
Z ∏

e=<s,t>∈E
[(1−ρ)1(µe = 0)+ρ1(µe = 1) ·1(xs = xt)] (6.24)

=
1
Z
[(1−ρ)|Eoff(U)| ·ρ |Eon(U)|] · ∏

<s,t>∈Eon(U)

1(xs = xt) (6.25)
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等式 (6.25)中的第二个因素实际上是对 X和 U的硬约束。让 X的空间为 Let the space of X be

Ω = {1,2, ...,L}|V |。 (6.26)

在这种硬约束下，标记 X被缩减为子空间 ΩCP(U)，其中每个连通分量必须具有相同的标签，

∏
<s,t>∈Eon(U)

1(xs = xt) = 1(X ∈ΩCP(U))。 (6.27)

联合概率 pES(X,U)观察到两个很好的属性，这两个属性都很容易验证。

命题 6.1 Potts模型是联合概率的边际概率，

∑
U

pES(X,U) = πPTS(X)。 (6.28)

另一个边际概率是随机聚类模型 πRCM，

∑
X

pES(X,U) = πRCM(U) =
1
Z
(1−ρ)|Eoff(U)| ·ρEon(U)L|CP(U)|。 (6.29)

证明 6.2.2 记U = {µ1, ...,µ|E|}，且 (1−ρ)1(µe = 0)+ρ1(µe = 1) ·1(xs = xt) = f (µe,xs,xt)对于 e =< s, t >，

我们有

∑
U

pES(X,U) =
1
Z

1

∑
µ1=0

...
1

∑
µ|E|=0

∏
e=<s,t>∈E

f (µe,xs,xt)

=
1
Z

1

∑
µ1=0

...
1

∑
µ|E|=0

f (µ1,xs1 ,xt1) f (µ2,xs2 ,xt2) · ... · f (µ|E|,xs|E| ,xt|E|),

(6.30)

其中 < s1, t1 >是对应于 µ1 的边，< s2, t2 >到 µ2，等等。因此我们有

∑
U

pES(X,U) =
1
Z

[
1

∑
µ1=0

f (µ1,xs1 ,xt1)

]
· ... ·

[
1

∑
µ|E|=0

f (µ|E|,xs|E| ,xt|E|)

]

=
1
Z ∏

e=<s,t>∈E

1

∑
µe=0

[(1−ρ)1(µe = 0)+ρ1(µe = 1) ·1(xs = xt)]

=
1
Z ∏

e=<s,t>∈E
[(1−ρ)+ρ ·1(xs = xt)] = πPTS(X)。

(6.31)

对于第二个边际，我们观察到

∑
X

pES(X,U) = ∑
X

1
Z
[(1−ρ)|Eoff(U)| ·ρ |Eon(U)|] · ∏

<s,t>∈Eon(U)

1(xs = xt)

=
1
Z
[(1−ρ)|Eoff(U)| ·ρ |Eon(U)|] ·∑

X
∏

<s,t>∈Eon(U)

1(xs = xt)

(6.32)
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连通分量的所有节点 ci ∈ CP(U)必须有相同的标签，否则乘积∏<s,t>∈Eon(U) 1(xs = xt) = 0。此外，每个连

通分量可以用 L标签之一独立标记，因此

∑
X

∏
<s,t>∈Eon(U)

1(xs = xt) = L|CP(U)|

命题 6.2 pES(X,U)条件概率是

pES(U|X) = ∏
<s,t>∈E

p(µe|xs,xt), with p(µe|xs,xt) = Bernoulli(ρ1(xs = xt)), (6.33)

pES(X|U) = unif[ΩCP(U)] = (
1
L
)|CP(U)| for X ∈ΩCP(U); 0 otherwise (6.34)

证明 6.2.3 我们得到 pES(U|X)∝ ∏<s,t>∈E p(µst |xs,xt)与 p(µst |xs,xt)= (1−ρ)1(µst = 0)+ρ1(µst = 1)·1(xs =

xt)。因此

p(µst |xs,xt) ∝ (1−ρ)1(µst = 0)+ρ1(µst = 1) ·1(xs = xt) =

(1−ρ)1(µst = 0) if xs 6= xt

(1−ρ)1(µst = 0)+ρ1(µst = 1) if xs = xt

(6.35)

因此，在本例中，如果 xs 6= xt 我们有 p(µst |xs,xt)∝ (1−ρ)1(µst = 0) so p(µst = 1|xs,xt) = 0。如果 xs = xt 我们

有 p(µst |xs,xt) ∝ (1−ρ)1(µst = 0)+ρ1(µst = 1)所以在本例中 p(µst = 1|xs,xt) = ρ，p(µst = 0|xs,xt) = 1−ρ。
这也就证明了

pES(U|X) ∝ ∏
<s,t>∈E

Bernoulli(ρ1(xs = xt)) (6.36)

由于右边是一个适当的的概率，我们有等式。(6.32)成立。

对于第二个条件概率，我们有

pES(X|U) =
1
Z1

∏
e∈E

[(1−ρ)1(µe = 0)+ρ1(µe = 1) ·1(xs = xt)]

=
1
Z1

∏
e∈Eon(U)

[ρ ·1(xs = xt)] ∏
e∈Eoff(U)

(1−ρ)

=
∏e∈Eon(U)(1−ρ)∏e∈Eoff(U) ρ

Z1
∏

e∈Eon(U)

1(xs = xt) =
1
Z2

∏
<s,t>∈Eon(U)

1(xs = xt)

(6.37)

连通分量 ci ∈ CP(U)的所有节点必须具有相同的标签，否则乘积 ∏<s,t>∈Eon(U) 1(xs = xt) = 0。此外，

每个连通分量可以用 L标签之一独立标记，因此

pES(X|U) =

(1/L)|CP(U)| if X ∈ΩCP(U)

0 否则

因此，可以将两个 SW步骤视为对两个条件概率进行采样。。

1. 聚类步骤: U∼ pES(U|X)，即 µe|(xs,xt)∼ Bernoulli(ρ1(xs = xt))。
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2. 翻转步骤: X∼ pES(U|X)，即 X(cpi)∼ Unif{1,2, ...,L}, ∀cpi ∈ CP(U)。

由于 (X,U)∼ pES(X,U)，在舍弃辅助变量 U之后，X遵循 pES(X,U)的边际分布。目标已实现，并且

X∼ πPTS(X)。 (6.38)

这种数据增强方法（Tanner和Wong[52]）的好处是，在给定辅助变量的情况下，连通分量的标签

完全解耦（独立）。如 As ρ = 1− e−β，如果 Potts模型中的温度较高则倾向于选择较小的簇，而如果温

度较低则倾向于选择较大的簇。因此，它克服了单站点 Gibbs采样器的耦合问题

6.3 一些理论成果

让马尔可夫链具有核K和初始状态Xo，在 t步之后状态遵循概率 pt = δ (X−Xo)K
t，其中 δ (X−Xo)

由下式给出

δ (X−Xo) =

{
1, if X = Xo

0,

其是初始概率。马尔可夫链的收敛通常由整体差异来衡量

||pt−π||TV =
1
2 ∑

X
|pt(X)−π(X)|。 (6.39)

马尔可夫链的混合时间由下式定义

τ = max
Xo

min{t : ||pt−π||TV ≤ ε}。 (6.40)

τ 是 ε 的函数，就顶点数和连通性而言，图复杂度M = |Go|。如果 τ(M)是多项式或对数，则称马尔可

夫链快速混合。

根据经验，发现 SW 方法能快速混合。最近，一些关于其性能的分析结果浮出水面。Cooper 和

Frieze[10]使用路径耦合技术来证明 SW在稀疏连接的图上快速混合。

Theorem 6.3 (Cooper和 Frieze 1999)设 n = |V |和 ∆是任何单个顶点的最大边数，L是 Potts模型中的颜

色数。如果 G是树，则对于任何 β 和 L，SW混合时间是 O(n)。如果 ∆ = O(1)，则存在 ρo = ρ(∆)，使
得如果 ρ ≤ ρo（即高于一定的温度），那么 SW对所有 L有多项式混合时间。

Gore和 JerrumA[23]在完整图上构建了一个否定的案例。

Theorem 6.4 (Gore和 Jerrum 1997)如果 G是完整图并且 L > 2，那么对于 β = 2(L−1) ln(L−1)
n(L−2) ，SW不会快

速混合。

在图像分析应用程序中，图像经常会观测到 Copper-Frieze情况，且远未不够完整。

最近，在极端温度下，Huber[26]为 Potts模型开发了一种精确的采样技术。这种方法设计了一个边

界链，它假设每个顶点 s ∈V 都有一组用全集 |Ss|= L, ∀s初始化的颜色 Ss。辅助变量 µe 的伯努利概率
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变为

Ubd = {µbd
e : µbd

e ∈ {0,1}, µe ∼ Bernoulli(ρ1(Ss∩St 6= /0))}。 (6.41)

因此，Ubd 在原始 SW链中具有比 U更多的边缘，即 U⊂ Ubd。当 Ubd 折叠到 U时，从任意初始状态开
始的所有 SW链都已折叠到当前单链中。因此，链必须收敛（精确采样）。折叠的步骤称为“耦合时间”。

Theorem 6.5 (Huber 2002) 设 n = |V | and m = |E|。在较高的温度下，ρ < 1
2(∆−1)，边界链完全按时间

O(ln(2m))耦合，概率至少为 1/2。在较低的温度下，ρ ≥ 1− 1
mL，则偶和时间是 O((mL)2)，概率至少

为 1/2。

(a) (b)
图 6.6: 耦合时间经验图和 Ising模型的 Huber界限。

实际上，the Huber界限并不像人们预期的那样严格。图。 6.6(a)绘制了在 Ising模型上具有环面边

界条件的 5×5点阵上的结果，经验耦合时间对 ρ = 1−e−β。在临界温度附近的耦合时间很长（未示出）。

高温 Huber边界从 ρo = 0.16开始，用短曲线表示。低温的界限以 ρo > 0.99开始，不可见。图。6.6。(b)

绘制了 ρ = 0.15时的耦合时间与图形尺寸 m = |E|的关系和 Huber界限。

尽管上面讨论了令人鼓舞的成功，但 SW方法在两个方面受到限制。

1. 它仅对 Ising和 Potts模型有效，而且还需要知道着色数 L。在许多应用中，例如图像分析，L是对

象（或图像区域）的数量，其必须从输入数据推断。

2. 它在存在外部字段（即输入数据）的情况下快速减速。例如，在图像分析问题中，我们的目标是

从输入图像 I推断出标签 X，并且目标概率是贝叶斯后验概率，其中 πPTS(X)被用作先验模型，

π(X) = π(X|I) ∝ L (I|X)πPTS(X)。 (6.42)

在这里，L (I|X)是似然模型，例如每个着色 c = 1,2, ...,L的独立高斯分布 N(Īc,σ 2
c )，

L (I|X) ∝
L

∏
c=1

∏
xi=c

1√
2πσc

exp{−(I(vi)− Īc)
2

2σ 2
c

}。 (6.43)

减速部分归因于以下事实：辅助变量的伯努利概率 ρ = 1− e−β 是独立于输入图像计算的。
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6.4 任意概率的 Swendsen-Wang切割

Adrian Barbu

"在本节中，我们将 SW算法推广到 Metropolis-Hastings方法 [24, 39]的任意概率。

Swendsen-Wang Cuts(SWC)方法迭代三个步骤：(i)由数据驱动的聚类步骤，(ii)可以产

生新标签的标签翻转步骤，以及 (iii)所提出的标签的接受步骤。该算法的一个关键特征

是计算接受概率的简单公式"。

我们在以下小节中描述了这三个步骤，然后展示了它如何简化为 Potts模型的原始

SW算法。

我们用图像分割示例说明了算法。图 6.7。(a)是点阵 Λ上的输入图像 I，其在（b）中被分解成多

个"超像素"以减小预处理阶段中的图形尺寸。每个超像素具有几乎恒定的强度并且是图中的顶点。如

果它们的超像素共享边界，则连接两个顶点。图（c）是使用 SWC算法优化贝叶斯概率 π(X) = π(X|I)
的结果（详见第 (6.6)节）。结果 X为每个封闭区域中的所有顶点指定一致的颜色，这有希望与场景中
的对象相对应。请注意对象或颜色的数量 L是未知的，我们不区分标签的排列。

6.4.1 步骤 1: 数据驱动的聚类

我们首先使用边缘 U = {µe : e =< s, t >∈ E}上的一组二元变量来扩充邻接图 G，如在原始 SW方

法中的那样。每个 µe 遵循伯努利概率，取决于两个顶点 xs 和 xt 的当前状态，

µe|(xs,xt) ∼ Bernoulli(qe1(xs = xt)), ∀< s, t >∈ E。 (6.44)

这里，qe是边缘上的概率 e =< s, t >，它表示两个顶点 s和 t 具有相同标签的可能性。在贝叶斯推理中，

目标 π(X)是后验概率，qe 可以更好的通知数据。

对于图像分割示例，基于 s和 t（或其局部邻域）处的图像强度之间的相似性来计算 qe，并且可以

是 π(X|I)的边际概率的近似值，

qe = q(xs = xt |I(s),I(t)) ≈ π(xs = xt |I)。 (6.45)

使用所谓的判别方法计算 q(xs = xt |I(vs), I(vt))有很多种方法，但是详细讨论超出了本书的范围。

这种方法适用于任何 qe，但较好的近似将告知聚类步骤，并根据经验实现更快的收敛。图。 6.8显

(a)。Input image (b)。Superpixels (c)。Segmentation

图 6.7: 图像分割示例。(a)输入图像。(b)通过边缘检测获得超像素，然后进行边缘跟踪和轮廓闭合。每
个超像素都是图中的顶点。Each superpixel is a vertex in the graph。(c)分割（标记）结果，其中每个封闭
区域被分配颜色或标签。由 Barbu和 Zhu[4]提供。
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图 6.8: 使用判别边缘概率计算马图像的连通分量的三个示例。假设 X 是所有顶点的均匀颜色 X = c 。
由 Barbu和 Zhu[4]。

提供

示了马图像的几个聚类示例。在这些检查文件中，我们将所有顶点设置为相同的颜色（X = c）并独立

地采样边缘概率，

U|X = c ∼ ∏
<s,t>∈E

Bernoulli(qe)。 (6.46)

CP(U)中的连接组件显示为不同的颜色。我们重复三次聚类步骤。我们可以看到，边缘概率导致有意义

的聚类，这些聚类对应于图像中的不同对象。使用恒定边缘概率不能观察到这种效应。

6.4.2 Step 2: 颜色翻转

令 X = (x1,x2, ...,x|V |)为当前着色状态。边缘变量 U在 X上有条件的采样，并将 X分解为许多连通
分量

CP(U|X) = {cpi : i = 1,2, ...,N(U|X)}。 (6.47)

假设我们选择一个颜色为 XVo = ℓ ∈ {1,2, ...,L}的连通分量 Vo ∈ CP(U|X)，并将其颜色指定为具有概率

q(l′|Vo,X)(稍后设计)的 ℓ′ ∈ {1,2, ...,L,L+1}。我们获得了一个新的状态 X′。有三种情况，如图 6.9所示。

图 6.9: 三个分区状态 XA(左)，XB (中)和 XC(右)之间的可逆移动，仅在集合 V0 的颜色上有所不同。由
粗边连接的顶点形成连通分量。标有叉的细线是 SW切口的边。由 Barbu和 Zhu [3]。

提供

1. 规范案例: Vo ⊂Vℓ和 ℓ′ ≤ L。即，将 Vℓ的一部分重新分组为现有颜色 Vℓ′，并且颜色的数量在 X′中
保持 L = L。这是图 6.9中状态 XA 和 XB 之间的移动。

2. 合并情况: X中的 Vo =Vℓ是具有颜色 ℓ的所有顶点的集合，ℓ′ ≤ L，且 ℓ 6= ℓ′。Vℓ与 Vℓ′ 合并，不同

颜色的数量在 X′中减少到 L−1。这是图 6.9中从状态 XC 到 XA 或从 XC 到 XB 的移动。
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3. 分割情况: Vo ⊂Vℓ和 ℓ′ = L+1。Vℓ被分成两部分，并且不同颜色的数量在 X′中增加到 L+1。这

是图 6.9中从状态 XA 到 XC 或从 XB 到 XC 的移动。

请注意，此颜色翻转步骤也与使用 Potts模型的原始 SW不同，因为我们允许在每个步骤中使用新颜色。

颜色数 L不固定。

6.4.3 Step 3: 接受翻转

前两个步骤提出了两个状态 X和 X′ 之间的移动它们的连通分量 Vo 的颜色不同。在第三步中，我

们接受概率移动

α(X→ X′) = min{1, q(X′→ X)

q(X→ X′)
· π(X

′)

π(X)
}。 (6.48)

q(X′→X)和 q(X→X′)是 X和 X′之间的提议概率。如果提议被拒绝，马尔可夫链将保持在状态 X。转
换核心是

K(X→ X′) = q(X→ X′)α(X→ X′), ∀X 6= X′。 (6.49)

对于规范案例，有一个独特的路径可以在一步地在 X和 X′之间移动 --选择 Vo并改变其颜色。提议

概率是在状态 X和 X′ 中选择 Vo 作为聚类步骤中的候选者的概率比，与在翻转步骤中选择 Vo 为新标签

的概率比的乘积。该乘积由下式给出

q(X′→ X)

q(X→ X′)
=

q(Vo|X′)
q(Vo|X)

· q(XVo = ℓ|Vo,X′)
q(XVo = ℓ′|Vo,X)

。 (6.50)

对于拆分和合并情况，X和 X′之间有两条路径，但这并不会改变结论。现在我们计算提出 Vo的概率比
q(Vo|X′)
q(Vo|X)

。

Definition 6.1 设 X = (V1,V2, ...,VL)是一个着色的状态，且 Vo ∈ CP(U |X)是一个连通分量，Vo和 Vk 之间

的"cut"是 Vo 和 Vk\Vo 之间的一组边，

C(Vo,Vk) = {< s, t >: s ∈Vo, t ∈Vk\Vo}, ∀k

观察的关键之一是比率 q(Vo|X′)
q(Vo|X)

仅取决于 Vo 与其余顶点之间的切割。

命题 6.6 在上面的表示中，我们有

q(Vo|X)

q(Vo|X′)
=

∏<i, j>∈C(Vo,Vℓ)(1−qi j)

∏<i, j>∈C(Vo,Vℓ′ )
(1−qi j)

, (6.51)

其中 qe’s是边缘概率。

因此，接受概率在以下定理中给出。

Theorem 6.7 建议交换的接受概率是

α(X→ X′) = min{1,
∏<i, j>∈C(V0,Vℓ′ )

(1−qi j)

∏<i, j>∈C(V0,Vℓ)(1−qi j)
· q(XV0 = ℓ|V0,X′)

q(XV0 = ℓ′|V0,X)
· π(X

′)

π(X)
}。 (6.52)
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证明见 [3]。

例 6.1 在图像分析中，π(X)是贝叶斯后验 π(X|I) ∝ L (I|X)po(X)，先验概率 po(X)是马尔可夫随机场

模型（如公式 (6.43中的 Potts)）。可以计算 Vo 的局部邻域 ∂Vo 中的目标概率的比率

π(X′)
π(X)

=
L (IVo |XVo = ℓ′)

L (IVo |XVo = ℓ)
· po(XVo = ℓ′|X∂Vo)

po(XVo = ℓ|X∂Vo)
。 (6.53)

从以上公式注意到，X∂Vo = X′∂Vo
。

等式 (6.52)中的第二个比率易于设计。例如，我们可以使其与可能性成比例，

q(XVo = ℓ|Vo,X) = L (IVo |XVo = ℓ), ∀ℓ。 (6.54)

因此，
q(XVo = ℓ|Vo,X′)
q(XVo = ℓ′|Vo,X)

=
L (IVo |XVo = ℓ)

L (IVo |XVo = ℓ′)
。 (6.55)

现在它取消了等式（6.53）中的似然比。最后，我们得出以下命题。

命题 6.8 使用 (6.54)中的提议进行提议集群翻转的接受概率为，

α(X→ X′) = min{1,
∏<s,t>∈C(R,Vℓ′ )

(1−qe)

∏e∈C(Vo,Vℓ)(1−qe)
· po(XVo = ℓ′|X∂Vo)

po(XVo = ℓ|X∂Vo)
}。 (6.56)

上述结果具有以下特性：计算局限于由先前模型定义的 Vo 的局部邻域。如果使用Wolff修改并从顶点

增长 Vo，则此结果也成立。在图像分析实验中，SWC方法在经验上比单点 Gibbs采样器快 O(100)倍。

有关详细信息，请参考第 (6.6)节中图 6.11，6.13中的图表和比较。

6.4.4 复杂性分析

本节介绍了对 SWC算法计算复杂性的评估。

设 N = |V |是图 G =<V,E >的节点数，N it 是 SWC算法的迭代次数。

每个 SWC迭代涉及以下步骤:

• 在数据驱动的聚类步骤中对边采样，即 O(|E|)。假设 G =<V,E >稀疏，则 O(|E|) = O(N)。

• 使用不相交集森林数据结构 [18, 19]构造连通分量，即 O(|E|α(|E|)) = O(Nα(N))。函数 α(N)是

f (n) = A(n,n)的倒数，其中 A(m,n)是快速增长的 Ackerman函数 [1]。事实上，对于 N 的所有实

际值，α(N)≤5。

• 计算 π(X)，取决于问题，但通常是 O(N)。

• 翻转一个联通分量的标签，即 O(N)。

因此，一次迭代是 O(Nα(N))，所有迭代花费 O(N itNα(N))时间。
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6.5 集群抽样方法的变体

在本节中，我们将简要讨论集群抽样方法的两种变体。

6.5.1 集群 Gibbs采样— "hit-and-run"观点

(a) (b)

图 6.10: 解释集群 Gibbs采样器。(a)簇 Vo(此处为 R)具有许多均匀颜色的相邻分量。(b) Vo 与其相邻颜
色之间的切口。采样器遵循由切口上定义的边缘强度修改的条件概率。

稍作修改，我们就可以使集群抽样方法像广义的 Gibbs抽样器一样。假定 Vo ∈ CP(U |X)是在聚类

步骤中选择的候选者，图 6.10显示了它与相邻集合的切割

C(Vo,Vk), k = 1,2, ...,L(X)

我们将数量 γk 算为 Vo 和 Vk\Vo 之间的连通强度，

γk = ∏
e∈C(Vo,Vk)

(1−qe)。 (6.57)

命题 6.9 在上面的符号中，令 π(X)为目标概率。如果 Vo 是概率性重新标记的，用

q(XVo = k|Vo,X) ∝ γkπ(XVo = k|X∂Vo), k = 1,2, ...,N(X), (6.58)

然后在第三步中接受概率总是 1。

这产生了一个广义的 Gibbs采样器，它根据修改的条件概率翻转一个簇的颜色。。

聚类 Gibbs采样器

1。聚类步骤：选择顶点 v ∈V，并通过伯努利边缘概率 µe 从 v对聚类 Vo 进行分组。

2。翻转步骤：根据等式 (6.58)重新标记 Vo 。

备注 6.2 传统的单站点 Gibbs采样器 [21]是所有 e的 qe = 0时的特殊情况，导致所有 k的 Vo = {v}和
γk = 1。
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人们也可以从 hit-and-run的角度来看待上述方法。在连续状态空间中，hit-and-run方法（参见 [22]）

在时间 t 随机选择一个新方向，然后通过 a ∼ π(x+ a⃗e)在这个方向上采样。Liu和Wu[36]将此扩展到

任何紧凑的行动组。在有限状态空间 Ω中，可以选择有限集 Ωa ⊂Ω，然后在集合中应用 Gibbs采样器。

对于 hit-and-run方法来说，很难选择好的方向或子集。在上面给出的聚类 Gibbs采样器中，子集由边缘

上的辅助变量选择。

6.5.2 多重翻转方案

在聚类步骤之后给定一组连通分量 CP(U|X)(参见等式。 (6.47))，我们可以同时翻转所有（或任何

选定数量）的连通分量，而不是翻转单个分量 Vo。可以独立地或联合地设计用于标记这些连接组件的

提议概率。在下文中，我们假设通过从提议概率 q(Xcp = l|cp)采样，为每个连通分量 cp ∈ CP(U|X)独

立地选择标记。

假设我们在翻转后获得新标签 X′。设 Eon(X)⊂ E 和 Eon(X′)⊂ E 分别是连接 X和 X′中相同颜色顶
点的边的子集。我们根据集合的不同来定义两个切割

C(X→ X′) = Eon(X′)−Eon(X), and C(X′→ X) = Eon(X)−Eon(X′)。 (6.59)

我们用 D(X,X′) = {cp : Xcp 6= X′cp}表示在翻转之前和之后具有不同颜色的连通分量的集合。

命题 6.10 多重翻转方案的接受概率是

α(X→ X′) = min{1,
∏e∈C(X→X′)(1−qe)

∏e∈C(X′→X)(1−qe)

∏cp∈D(X,X′) q(X′cp|cp)

∏cp∈D(X,X′) q(Xcp|cp)
· p(π ′)

p(π)
}。 (6.60)

观察到当 D = {Vo}是单个连通分量时，这简化到到定理 6.56。值得一提的是，如果我们同时翻转所有

连通分量，则 K(X,X′)的马尔可夫转移图完全连通，即。

K(X,X′)> 0, ∀ X,X′ ∈Ω。 (6.61)

这意味着马尔可夫链可以一步内在任意两个分区之间移动。

6.6 应用: 图像分割

该实验在图像分割任务中测试聚类采样算法。目标是将图像划分为多个不相交的区域（如图 6.7和

6.8所示），使得每个区域在适合某些图像模型的意义上具有一致的强度。最终结果应该优化贝叶斯后验

概率 π(X) ∝ L (I|X)po(X)。

在这些问题中，G是邻接图，其顶点 V 是一组超像素。通常 |V |= O(102)。对于每个超像素 v ∈V，

我们计算一个 15-bin强度直方图 h归一化为 1。然后边缘概率计算为

qi j = p(µe = on|I(vi),I(v j)) = exp{−1
2
(KL(hi||h j)+KL(h j||hi))}, (6.62)
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其中 KL()是两个直方图之间的 Kullback-Leibler差异。对于穿越物体边界的 e，通常 qe应接近零。在这

些实验中，边缘概率导致较好的聚类，如图 6.8所示。

现在我们简要定义这个实验中的目标概率。令 X = (V1, ...,VL)是图的着色，其中 L是未知变量，并

且每个组 Vk 中的图像强度在拟合到模型 θk 方面是一致的。假设不同的颜色是独立的。因此，我们有，

π(X) = π(X|I) ∝
L

∏
k=1

[L (I(Vk);θk)po(θk)]po(X)。 (6.63)

其中L (I(Vk);θk)是具有参数 θ − k的似然模型，po(θk)是 θk 之前的模型复杂度。这些量描述如下。

我们为似然模型选择了三种类型的简单模型来考虑不同的图像属性。第一个模型是非参数直方图

H，其实际上由标准化为 1的 B-bins (H1, ...,HB)的向量表示。它解释了杂乱的对象，如植被。

I(x,y; θ0)∼H iid, ∀(x,y) ∈Vk。 (6.64)

另外两个是二维图像平面 (x,y)中强度平滑变化的回归模型，残差遵循经验分布H（即直方图）。

I(x,y; θ1) = β0 +β1x+β2y+H iid, ∀(x,y) ∈Vk。 (6.65)

I(x,y; θ2) = β0 +β1x+β2y+β3x2 +β4xy+β5y2 +H iid, ∀(x,y) ∈Vk。 (6.66)

在所有情况下，可能性以直方图H 的熵表示

L (I(Vk);θk) ∝ ∏
v∈Vk

H (Iv) =
B

∏
j=1

H
n j

j = exp(−|Vk|entropy(H ))。 (6.67)

模型复杂度受先验概率 po(θk)的影响，并且上述似然性中的参数 θ 在每个步骤确定性地计算为最
好最小二乘拟合。确定性拟合可以由可逆跳跃和颜色翻转代替。这在 [56]中完成，且将会在第 8章中介

绍。

先验模型 po(X)鼓励具有少量颜色且大而紧凑的区域，如 [56]中提到的那样。令 r1,r2, ...,rm，m≥ L

为所有 Vk,k = 1, ...,L的连通分量。然后先验为

po(X) ∝ exp{−α0L−α1m−α2

m

∑
k=1

Area(rk)
0.9}。 (6.68)

对于图 6.7和 6.8中所展示的图像分割示例（马），我们将簇采样方法与单站点 Gibbs采样器进行比较，

结果显示在图 6.11中。由于我们的目标是最大化后验概率 π(X)，我们必须添加具有高初始温度 To的退

火方案，然后降到低温（在我们的实验中是 0.05）。我们以秒为单位绘制了 − lnπ(X)/CPU时间。Gibbs

采样器需要将初始温度提高（比如 To ≥ 100)）并使用慢退火计划来实现良好的解决方案。簇采样方法

可以在低温下运行。我们通常将初始温度提高到 To ≤ 15并使用快速退火方案。图 6.11（a）绘制了前

1,400秒内的两种算法，图 6.11（b）是前 5秒内的放大视图。

这两种算法两次初始化运行。一个是超像素的随机标记，因此具有更高的 − lnπ(X)，另一个初始

化设置所有顶点为相同的颜色。在这两种情况下，聚类方法都运行五次。它们都在 1秒内收敛到一个解

（见图 6.7（c）），这比 Gibbs采样器快 O(102)倍。
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(a)收敛 CPU时间 (以秒为单位) (b)前 5秒的放大视图。

图 6.11: − lnπ(X) 对 Gibbs 采样器和我们的对马图像算法的计算时间的图。（a）前 1400 秒内的情况。
Gibbs采样器需要高初始温度和慢退火步骤才能达到相同的能量水平。（b）前 5秒的放大视图。Barbu
和 Zhu[4]提供。

(a)输入图像 (b)超像素 (c)分割结果

图 6.12: 更多图像分割的结果。Barbu和 Zhu[4]提供。
图 6.12显示了另外两张图像。使用马图像中的样本比较方法，我们在图 6.13中绘制了 − lnπ(X)与

运行时间的关系。在实验中，我们还比较了边缘概率的影响。如果我们使用恒定边缘概率 µi j = c ∈ (0,1)
作为原始 SW方法，则聚类算法慢了 O(100)倍。例如，单站点 Gibbs采样器是 qi j = 0, ∀ i, j的示例。

6.7 多重网格和多级 SW切割

SW切割的本质是马尔可夫链MC=< ν ,K, p >随着时间 t访问分区空间 Ω中的一系列状态,

X(0),X(1), ....,X(t) ∈Ω.

上一节的结果确保 SW切割设计遵循详细的平衡方程

p(X)K(X,X′) = p(X′)K(X′,X), ∀X′,X. (6.69)
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图 6.13: 对于图。6.12（左）的两个图像，聚类方法和 Gibbs采样器在 CPU时间（秒）内的收敛比较。
前 1，200秒。（右）放大前 15-30秒的视图。对于随机和均匀初始化，聚类算法运行 5次试验。Barbu
和 Zhu[4]提供。
一旦收敛，SW切割模拟来自 p(X)的均等样本

SW-cut的特点是其设计中有三种选择.

1. 在邻接图 G =<V,E >的边上定义的判别提议概率。q(X) = ∏e∈E qe是对 p(X)的近似分解,并且影

响形连通分量 CP，因此影响候选分量 Vo.

2. 从连通分量 Vo ∈ CP中选择 Vo 的统一概率.

3. 连通分量 Vo 的新标签的重新分配概率 Q(ℓnew(Vo)|Vo,XA).

我们通过引入多重网格和多级 SW切割算法来扩展 SW切割，这些算法为选择 Vo’s和 q(X)’s提供

了更灵活的方法。总而言之，这两个扩展是采样 p(X)的新方向.

1. 多重网格 SW-cut通过对 p(X)的条件概率进行采样来模拟具有核心 Kmg 的马尔可夫链MCmg.

2. 多级 SW 切割通过对较高水平的 p(X)的条件概率和较低水平的完全后验进行采样来模拟具有核

Kmg 的马尔可夫链MCmg.

MCmg和MCml都满足 (6.69)中详细的平衡方程，它将在以下部分中显示。证明基于以下结果.

设 p(x,y)为二维概率，K为采样条件概率 p(x|y) (or p(y|x)的马尔可夫链内核。因此，K观察到详

细的平衡方程,

p(x|y)K(x,x′) = p(x′|y)K(x′,x), ∀x,x′. (6.70)
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内核 K可以自然地增加到 (x,y)上的内核

K((x,y),(x′,y′)) =

K(x,x′) if y = y′

0 else

Theorem 6.11 在上面的表示中，K在增加 y之后观察一般的详细平衡方程，即

p(x,y)K((x,y),(x′,y′)) = p(x′,y′)K((x′,y′),(x,y)).

证明 6.7.1 如果 y = y′,那么就比较直接. 如果 y 6= y′ ,那么 K((x,y),(x′,y′)) =K((x′,y′),(x,y)) = 0.

该定理的结论是，当从条件概率中采样时可逆的算法对于对全概率进行采样也是可逆的.

6.7.1 多重网格上的 SW-cuts

我们首先研究多重网格 SW切割。回想一下，在每个步骤中，SW切割在概率上关闭整个邻接图中

的边，并且当 G非常大时，这可能不太有效。多重网格 SW-cut的概念,是允许我们选择某些注意窗并

在窗口内运行 SW切割。因此，通过随时间选择各种尺寸和位置的窗口，它提供了设计“访问方案”的

灵活性。例如，图 6.14显示了多网格排列中的窗口.

图 6.14: 在多重网格方案中选择窗口

令 G =<V,E >为邻接图，X = {V1, ...,Vn}为当前分区，并且 Λ是任意大小和形状的注意窗。Λ分
别将顶点划分为两个子集 V =VΛ∪VΛ̄，分别用于窗口内部和外部的顶点.

图 6.15: 多重网格 SW切割：在注意窗口内运行 SW切割 Λ，其余标签固定，并通过翻转 Vo ⊂ VΛ 的标
签实现两个状态 XA 和 XB 之间的可逆移动. Barbu和 Zhu[4]提供.

例如，图 6.15显示了点阵 G中的矩形窗口 Λ（红色）。窗口 Λ进一步移除了每个子集Vi, i = 1,2, ...,n

中的一些边，我们用下式表示它们,

C(Vi|Λ) = {e =< s, t >: s ∈Vi∩VΛ, t ∈Vi∩VΛ̄}.
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例如，在图 6.15中，窗口 Λ与三个子集 V1（白色），V2（黑色）和 V3（灰色）相交，并且去除了与（红

色）矩形窗口交叉的所有边。我们将顶点 V 的标记（着色或分区）分成两部分

X(V ) = (X(VΛ),X(VΛ̄)). (6.71)

我们将 X(VΛ̄)固定为边界条件，并通过 SW-cut对窗口内的顶点标签进行采样。总之，多重网格 SW-cut

迭代以下三个步骤:

1. 它按照概率 Λ∼ q(Λ)选择具有一定大小和形状的窗口 Λ.

2. 对于窗口内每个子图内的任何边,e =< s, t >,s, t ∈ Λ, ℓs = ℓt ,以概率 qe 关闭边 e。因此，获得一组

连通分量 CP(VΛ).

3. 它选择 Vo ∈ CP(VΛ)作为连通分量，并根据概率翻转其标签

Q(ℓnew(Vo) = j|Vo,X) =
1
C ∏

e∈C j

qe · p(X∗j), ∀ j, (6.72)

其中 X∗j 是分区，通过将 Vo 分配给标签 j,且 C j = C(Vo,Vj)−C(Vj|Λ).

例如，图 6.15示出了通过在两个状态 XA 和 XB 之间翻转连接分量 Vo（在蓝色多边形内）的可逆移

动。C1 和 C3 由蓝色叉表示，通过随机程序去除。按照与前一个 SW-cut相同的程序，我们可以推导出

在 Λ的两个状态中选择 Vo 的建议概率比.

Theorem 6.12 在两个状态 XA 和 XB 处提出 Vo 作为窗口 Λ内的候选子图的概率比是

Q(Vo|XA,Λ)
Q(Vo|XB,Λ)

=
∏e∈C(Vo,V1)−C(V1|Λ) qe

∏e∈C(Vo,V3)−C(V3|Λ) qe
.

该比率与定理 6.7中的比率之间的差异，在于一些边（参见图 6.15)中的红色叉）不再参与计算。按照方

程 (6.72)中新标签的概率，我们可以证明它模拟了条件概率,

X(VΛ)∼ p(X(VΛ)|X(VΛ̄)).

Theorem 6.13 窗口 Λ内的多重网格 SW切割,模拟了马尔可夫内核

K(Λ) =K(X(VΛ),X′(VΛ)|X(VΛ̄)), (6.73)

p(X(VΛ)|X(VΛ̄))K(X,X′) = p(X′(VΛ)|X(VΛ̄))K(X′,X).

根据定理 6.11,我们得到 K(Λ)满足等式 (6.69)中的一般详细平衡方程.

6.7.2 多层次 SW-cuts

现在我们添加一个多级 SW 切割机制。假设状态 X = {V1,V2, ...,Vn}，我们冻结一些子集 Ak,k ∈
{1, ...,m}，使得对于任何 k，对于某些 i，Ak ⊂Vi。这样，每个 Ak 中的顶点被锁定以具有相同的标签.
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Level 1 Level 2

图 6.16: 具有两个级别的多级 SW切割. BarbuZhu[4]提供.

子集 Ak 可以表示中间分割。例如，对于动作分割，获得强度分割 A并将强度区域 Ak 分组为连贯地

移动的对象，是很有用的。因此，G = G(1)被缩减为较小的邻接图 G(2) =<U,F >.U是顶点集

U = {u1, ...,um}, uk = Ak,k = 1,2, ...,m.

F 是 G中的子集 Ak 之间的邻接关系，由下式给出

F = { f =< ui,u j >: C(Ai,A j) 6= /0}.

图 6.16展示了 m = 9的例子。我们在第 2级上运行 SW切割，基于新的判别性启发式 q(2)，其测量

Ai,A j, q(2)(X(U)) = ∏ f∈F q(2)
f 的相似性。一般来说，这些启发式方法比低级别更具信息性，因此 SW切

割移动更有意义，收敛速度更快.

图 G(2)的分区空间是 Ω的投影,

Ω(G(2)) = {X : xs = xt , ∀s, t ∈ Ai, i = 1,2, ...,m}.

显然，第 2级上的 SW切割模拟具有内核K(2)的马尔可夫链，其具有不变概率 p(X(U)|A)，p(X)的概率

以所有 s ∈ Ai 和 i的关系 xs = xui 为条件。根据定理 6.11，我们得到 K(2)满足一般详细平衡方程 (6.69).

假设我们设计了一个访问方案，用于随时间选择窗口 Λ∼ qw(Λ)和水平 σ ∼ ql(σ)。那么广义 SW-cut

算法具有混合马尔可夫内核

K= ∑
σ

∑
Λ

ql(σ)qw(Λ)K(σ)(Λ).

由于每个K(σ)(Λ)遵循详细平衡方程，K也是如此。当窗口覆盖整个图形时，它也是不可约的，并且其

状态在收敛时跟随 p(X).

6.8 在子空间聚类

子空间聚类是将未标记的点集分组成对应于环境空间的子空间的多个聚类的问题。该问题在无监

督学习和计算机视觉中具有应用。稀疏运动分割是一个这样的示例是，其中需要根据它们的共同运动

模型将多个特征点轨迹分组为少量的簇。通过使用兴趣点检测器检测多个特征点，并使用特征点跟踪

器或光流算法在许多帧中跟踪它们来获得特征点轨迹.

在目前最先进的稀疏运动分割方法 [15][32][34][57][63]中，一种常用的方法是是将特征轨迹投影到
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较低维空间，并使用基于谱聚类的子空间聚类方法对投影点进行分组并获得运动分割. 尽管这些方法在

标准基准数据集上获得了非常好的结果，但是谱聚类算法需要在 N×N 密集矩阵上昂贵地计算特征向

量和特征值，其中 N 是数据点的数量。以这种方式，这些子空间聚类/运动分割方法的计算时间缩放为

O(N3)，因此它可能无法解决大规模问题 (例如 N = 105−106).

图 6.17: 子空间聚类示例。左：2D中的两个 1D子空间。右：3D中的两个 2D子空间，其中点已经标准
化为单位长度。由于噪声，这些点可能不完全位于子空间上。可以观察到，除了平面交叉点之外，角距
离在大多数地方找到正确的邻点。Ding和 Barbu[13].提供

本节基于 SWC算法提出了一种完全不同的子空间聚类方法。子空间聚类问题被公式化为贝叶斯框

架中的最大后验（MAP）优化问题，具有 Ising / Potts先验 [44]和基于线性子空间模型的似然性。SWC

图被构建为来自亲和度矩阵的 k-NN图。总体而言，该方法为解决子空间聚类问题提供了新的视角，并

展示了 SWC算法在聚类问题中的强大功能.

给定一组点 {x1, ...,xN} ∈ RD，子空间聚类问题是将点分组为对应于 RD 的线性子空间的多个聚类，

如图 6.17所示。一种流行的子空间聚类方法 [12][32][46]基于谱聚类，其依赖于亲和度矩阵，该矩阵测

量任何一对点属于同一子空间的可能性.

谱聚类 [40, 48]是一种通用聚类方法，它根据连通性将一组点分组为聚类。点连通性被给定为 N×N

亲和度矩阵 A，如果点 i接近点 j则 Ai j 接近 1，且如果它们远离则接近零。亲和度矩阵的质量对于获得

良好的聚类结果非常重要。用于谱子空间聚类的亲和度矩阵如下计算。首先，将这些点标准化为单位长

度 [12, 32, 46]，然后接着在 [32]中提出了基于向量之间角度的亲和度测量

Ai j = (
xT

i x j

‖xi‖2‖x j‖2
)2α , (6.74)

其中 α 是调整参数。在 [32]中使用值 α = 4。直观地看到，除了在子空间的交叉点附近的点之外，这些

点倾向于与角度距离中的邻点位于相同的子空间中.

6.8.1 由 Swendsen-Wang切分的子空间聚类

子空间聚类解决方法可以表示为输入点 x1, . . . ,xN ∈ RD 的分区 (标记)X : {1, ...,N} → {1, ...,M}。数
量 M ≤ N 是允许的最大簇数。在本节中，假设给出了亲和度矩阵 A，表示任何一对点属于同一子空间

的可能性。A的一种形式在(6.74)中给出，另一种形式在下面给出.

可以使用后验概率来评估任何分区 X的质量。然后可以通过最大化所有可能分区空间中的后验概
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率来获得良好的分区。后验概率在贝叶斯框架中定义为

p(X) ∝ exp[−Edata(X)−Eprior(X)].

归一化常数在优化中是无关紧要的，因为它会抵消接受概率。数据项 Edata(X)基于子空间被假定为线性

的事实。给定当前分区（标记）X，对于每个标签 l，仿射子空间 Ll 以最小二乘意义拟合通过具有标签

l 的所有点。将具有标记 l 的点 x与线性空间 Ll 的距离表示为 d(x,Ll). 然后数据项

Edata(X) =
M

∑
l=1

∑
i,X(i)=l

d(xi,Ll). (6.75)

先前的术语 Eprior(X)被设置为鼓励紧密连接的点保持在同一簇中.

Eprior(X) =−ρ ∑
<i, j>∈E,X(i)6=X( j)

log(1−Ai j), (6.76)

ρ 是控制先前项强度的参数。在下一节中将清楚地说明，该先验正好是 Potts模型(6.1)，其将 Ai j 作为原

始 SW算法中的边权重。

SWC算法可以自动决定簇的数量; 然而，在本章中，与大多数运动分割算法一样，假设子空间 M

的数量是已知的。因此，从子空间的数量 M以均匀的概率对分量 Vo 的新标签进行采样

q(cVo = l′|Vo,X) = 1/M.

谱聚类优化了归一化切割或比率切割 [58]的近似，这是一种独特的测量方法。相反，基于 SWC的

子空间聚类方法优化了生成模型，其中可能性基于子空间是线性的假设。当违反线性假设时，判别措施

可能更灵活并且更好地工作.

受 [32]启发,可以使用以下亲和度测量.

Ai j = exp(−m
θi j

θ̄
), i 6= j, (6.77)

其中 θi j 基于向量 xi 和 x j 之间的角度,

θi j = 1− (
xT

i x j

‖xi‖2‖x j‖2
)2,

θ̄ 是所有 θ 的平均值. 参数 m是调整参数，用于控制由 SWC算法获得的连通分量的大小.

基于点之间的角度信息的亲和度测量使我们能够获得邻域图。获取之后，亲和度测量也用于获得

边缘权重，用于在 SWC算法中以及后验概率的先前项中，进行数据驱动的聚类提议。图 G = (V,E)具

有需要聚集为其顶点的点集。边缘 E基于等式 (6.77)的距离度量来构造。由于该距离度量在从相同子空

间中找到最近邻居时更准确，因此该图被构造为 k-最近邻图，其中 k 是给定参数。获所获图的示例如

6.18所示.

SWC算法被设计用于对后验概率 p(X)进行采样。要使用 SWC进行优化，应采用模拟退火方案。
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对于模拟退火，算法使用的概率是 p(X)1/T，其中在优化开始时温度较大，且根据退火时间进度缓慢降

低。如果退火时间进度足够慢，理论上保证 [27]将找到概率 p(X)的全局最优值。实际上，我们使用更

快的退火方案，最终的分区 X只是局部最优。我们使用由三个参数控制的退火方案：起始温度 Tstart，结

束温度为 Tend，以及迭代次数 N it。在步骤 i处的温度计算为

Ti =
Tend

log
(

i
N [e−exp( Tend

Tstart
)]+exp( Tend

Tstart
)
) , i = 1,N it . (6.78)

为了更好地探索概率空间，我们还使用具有不同随机初始化的多个执行。最终算法如下所示.

子空间聚类的 Swendsen-Wang切割
输入: M个子空间的 N个点 (x1, . . . ,xN)

使用等式 (6.77)将邻接图 G构造为 k-NN图.

for r = 1, . . . ,Q do
初始化分区 X为 X(i) = 1,∀i.
for i = 1, . . . ,N it do

1. 使用公式 (6.78)计算温度 Ti.

2. 使用公式(6.52)中的 p(X|I) ∝ p1/Ti(X)执行 SWC算法的一步.

end for
记录聚类结果 Xr 和最终的概率 pr = p(Xr).

end for
输出: 具有最大 pr 的聚类结果 Xr.

设 N 是 RD 中需要聚类的点数。SWC子空间聚类方法的计算复杂度可以分解如下:

• 邻接图构造的复杂度是O(N2D logk)，其中D是空间维度。这是因为需要计算从每个点到其他 N−1

个点的距离并保留其 k个最近邻点.

• SWC算法的 N it 次迭代中的每一次都是 O(Nα(N))，如 6.4.4节中所讨论的。计算 Edata(X)涉及到

拟合每个动态集群的线性子空间，即 O(D2N +D3)，而计算 Eprior(X)是 O(N)。迭代次数是固定的

（例如 N it = 2000），因此所有 SWC迭代都需要 O(Nα(N))时间.

总之，整个算法复杂度为 O(N2)，因此对于大问题，它比光谱聚类能更好地扩展.

6.8.2 应用：稀疏运动分割

本节介绍了基于 SWC的子空间聚类算法在运动分割中的应用。最近大多关于运动分割的工作都使

用了仿射相机模型，当物体远离相机时，该模型近似得到满足。在仿射相机模型下，图像平面上的点

(x,y)与真实世界 3D点 X 相关 [
x

y

]
= A

[
X

1

]
, (6.79)
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(a) 1RT2TC (b) cars3 (c) articulated

图 6.18: checkerboard（a），traffic（b）和 articulated（c）序列的 SWC加权图的示例。显示了第一帧中
的特征点位置。边缘强度表示从 0（白色）到 1（黑色）的权重. Ding和 Barbu[13]提供.

其中 A ∈ R2×4 是仿射运动矩阵.

设 ti = (x1
i ,y

1
i ,x

2
i ,y

2
i , . . . ,x

F
i ,y

F
i )

T , i = 1, . . . .N 是 F 帧中跟踪特征点的轨迹（2D图像），其中 N 是轨迹

的数量。让度量矩阵W = [t1, t2, . . . , tN ]通过将轨迹组合为列来构造。如果所有轨迹都经历相同的刚体运

动，则方程 (6.79)意味着W可以被分解为运动矩阵 M ∈ R2F×4 和结构矩阵 S ∈ R4×N，如

W = MS

x1
1 x1

2 · · · x1
N

y1
1 y1

2 · · · y1
N

...
...

. . .
...

xF
1 xF

2 · · · xF
N

yF
1 yF

2 · · · yF
N


=


A1

...

AF


[

X1 · · · XN

1 · · · 1

]
,

其中 A f 是帧 f 处世界变换矩阵的仿射对象。这意味着 rank(W ) ≤ 4。由于 S的最后一行的输入总是 1，

所以在仿射相机模型下，来自刚性运动对象的特征点的轨迹，位于维度最多为 3的仿射子空间中.

(a) Checkerboard (b) Traffic (c) Articulated

图 6.19: 来自 Hopkins155数据库上三个类别的一些序列的样本图像，其中叠加了 ground-truth. Ding和
Barbu[13]提供.
通常，我们给出一个测量矩阵 W，其包含来自多个可能的非刚性运动的轨迹。运动分割的任务是

将来自每个运动的所有轨迹聚集在一起。一种流行的方法 [12][32][46][57]是使用如前面所述的光谱聚

类将轨迹投影到较低维空间，并在该空间中执行子空间聚类。这些方法在投影尺寸 D和用于光谱聚类

的亲和度测量 A中不同.
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图 6.20: Hopkins155序列 1R2TCR的 SWC聚类，包含M = 3个运动。上图显示了第一帧中的特征点位
置，其颜色为从初始状态（左上角）到最终状态（右下角）运行 SWC算法时获得的标记状态 X. Ding
和 Barbu[13].提供

降维是获得良好运动分割的必要预处理步骤。为了执行它，通常应用截断的 SVD [12, 32, 46, 57]。

为了将测量矩阵W ∈ R2F×N 投影到 X = [x1, ...,xN ] ∈ RD×N，其中 D是期望的投影维数，矩阵W 被分解

为W =UΣV T，选择矩阵 V的前 D列作为 XT。降维的 D值也是运动分割中的主要问题。此值对最终结

果的速度和准确性有很大影响，因此选择最佳维度以执行分割非常重要. 运动的维度不是固定的，而是

可以随序列而变化，并且当存在多个运动时难以确定混合空间的实际维度，因此不同的方法可以具有不

同的投影维度。一些方法 [12, 32]使用穷举搜索策略，在具有一系列可能维度的空间中执行分割并选择

最佳结果。在本节中，我们使用 D = 2M+1，它可以在这个应用中很好地工作.

当 m >> n时，计算 m×n矩阵U 的 SVD的计算复杂度为 O(mn2 +n3) [54]。如果 n >> m，则计算

UT 的 SVD更快，需要 O(nm2 +m3)。假设 2F << N 意味着可以在 O(NF2 +F3)运算内计算W 的 SVD。

投影到维度 D = 2M+1的子空间后，应用第 6.8.1节中的 SWC子空间聚类算法，聚类结果给出最终的

运动分割结果.

本节介绍了 Hopkins155运动数据库 [55]中基于 SWC的运动分割算法的实验。该数据库由 155个

两个和三个运动的序列组成。还提供了 ground-truth分割以用于评估目的。根据视频的内容，序列可以

是分为三大类：checkerboard，traffic和 articulated序列，示例图如 6.19所示。轨迹由跟踪器自动提取，因

此它们会被噪声轻微破坏.

如上所述，在应用 SWC算法之前，数据的维度从 2F 减少到 D = 2M +1，其中 M 是运动的数量。

在投影之后，SWC算法中的初始标记状态，使所有点具有相同的标记.

参数设置. 运动分割算法具有许多调节参数，这些参数保持恒定为以下值。用于图构造的最近邻的
数量是 k = 7，亲和度量度(6.77)中的参数 m = 10，并且(6.76)中的先验系数 ρ = 2.2。退火参数为 Tstart = 1，

Tend = 0.01，N it = 2000.获得最可能分区的独立运行次数 Q = 10.SWC运行期间所有分区状态的示例如

图 6.20所示.

结果. 使用由下式给出的误分类错误率来评估运动分割结果

误分类率=
#误分类的点
全部 #点

. (6.80)
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表 6.1列出了平均和中位误分类错误。为了准确起见，表 6.1中 SWC算法的结果在 10次运行中取平均

值，标准偏差显示在括号中。为了将 SWC方法与目前最先进的方法进行比较，我们还列出 ALC [46],

SC [32], SSC [15]和 VC [12]的结果.

表 6.1: 在 Hopkins155数据库上不同运动分割的误分类率 (百分比).
Method ALC SC SSC VC SWC (std) SC4 SC4k KASP
All (2 motion)
Average 2.40 0.94 0.82 0.96 1.49 (0.19) 11.50 7.82 4.76
Median 0.43 0.00 0.00 0.00 0.00 (0.00) 2.09 0.27 0.00
All (3 motion)
Average 6.69 2.11 2.45 1.10 2.62 (0.13) 19.55 11.25 9.00
Median 0.67 0.37 0.20 0.22 0.81 (0.00) 18.88 1.42 1.70
All sequences combined
Average 3.37 1.20 1.24 0.99 1.75 (0.15) 13.32 8.59 5.72
Median 0.49 0.00 0.00 0.00 0.00 (0.00) 6.46 0.36 0.31

基于 SWC的算法获得的平均误差小于其他方法误差的两倍。在我们的实验中，我们观察到最终状

态的能量通常小于 ground truth状态的能量。这一事实表明 SWC算法在优化模型方面做得很好，而贝

叶斯模型在当前形态上不够准确，需要改进.

表 6.1中还显示了标记为 SC4和 SC4k 的列，其表示 SC方法 [32]的误分类错误，并分别具有 4个最

近邻和 4k个最近邻的亲和度矩阵。这些误差分别是 13.32和 8.59，表明了谱聚类确实需要密集的亲和

度矩阵才能正常工作，并且无法使用稀疏矩阵运算加速.

最后，将基于 SWC的算法的性能与 KASP算法 [62]进行了比较，后者是一种快速近似谱聚类，用

于代替 SC方法中的谱聚类步骤 [32]。使用的数据约简参数是 γ = 10，结果仍然是，聚类算法的复杂度

为 O(N3)。总的误分类错误是 5.72，大约是 SWC方法的三倍.

图 6.21: 序列 car10的选定帧具有 1000个跟踪特征点. Ding和 Barbu[13].提供

为了评估不同算法的可扩展性，需要具有大量轨迹的序列。轨迹可以通过一些光流算法生成，但很

难获得 ground truth分割并消除不良轨迹。Brox等 [8]为 Hopkins155数据集1中的 12个序列的某些帧提

供了密集分割。从他们那里，我们选择了 cars10序列并使用 Classic+NL方法 [50]跟踪第一帧的所有像

素。选择 car10有两个原因 10。首先，它有三个动作，两个移动的车和背景。其次，两个移动的车在视

频中相对较大，因此可以从每个动作中获得大量轨迹.

序列中有 30帧，其中 3帧具有所有像素的密集手动分割。我们删除了 3个 ground truth帧上具有

不同标签的轨迹。接近动作边界的轨迹也被移除，我们只保留了聚类的完整轨迹。这样我们获得了大

1http://lmb.informatik.uni-freiburg.de/resources/datasets/
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约 48,000个轨迹作为池。从池中，对不同数量 N的轨迹进行二次采样以进行评估。对于每个给定的 N，

从池中随机选择轨迹，使得三个动作中每一个的轨迹数量大致相同。例如，为了生成 N = 1000个轨迹，

我们将从两个动作的池中随机选取 333个轨迹，从第三个动作的池中随机选取 334个轨迹。如果一个动

作中没有足够的轨迹，我们将从具有最多轨迹的运动中添加更多轨迹.

图 6.22: 左. 计算时间（秒）与 SC和 SWC的轨迹数 N. 右：使用拟合回归线的相同数据的 log-log图.
Ding和 Barbu[13].提供

在图 6.22中，以原始比例和对数标度显示了计算时间与谱聚类（SC）和 SW切割（SWC）算法的

轨迹数量 N的关系。从图中可以发现，对于少量轨迹，SC比 SWC快，但是对于超过 N = 6,000个轨

迹，SC的计算时间大于 SWC的计算时间，并且增加得更快。在图 6.22中，右侧显示了 log（时间）与

log（N），并且线性回归通过两种方法的数据点拟合。如果线的斜率是 α，则计算复杂度按 O(Nα)缩放。

我们观察到 SC的斜率为 2.52，而 SWC的斜率为 1.29，这与 6.8.1节的复杂性分析一致.

6.9 C4: 聚类合作竞争约束

Jake Porway

"许多视觉任务，如场景标记 [30, 43, 47]，物体检测/识别 [16, 53]，分割 [11, 56]和

图形匹配 [9, 33]被制定为能量最小化（或最大后验概率）在图形模型上定义的问题 -马

尔可夫随机场 [5, 21]，条件随机场 [30, 31]或层次图 [20, 64]。当存在多种解决方案时，

这些优化问题变得非常困难，即具有高概率的不同模式，或者在某些情况下，具有相同

的概率."

图 6.23显示了在没有进一步的上下文情况下，具有多个同样可能的解决方案的典型场景的示例。第

一行显示了著名的 Necker Cube，它有两个有效的 3D解释。中间一行是Wittgenstein幻觉，其中的绘画

可能看起来像是鸭子或兔子。没有进一步的背景，我们无法确定正确的标签。底行显示航拍图像。它可

以解释为带有通风口的屋顶或包含汽车的停车场.

计算多个解决方案对于保持内在模糊性和避免对单个解决方案的早期承诺非常重要，即使它当前

是全局最优解，也可能在后来的上下文到来时变得不那么有利。然而，使算法爬出局部最优，并在状态

空间中相隔很远的解之间跳跃是一个持久的挑战。流行的能量最小化算法，如迭代条件模式 (ICM) [5]，

Loopy Belief Propagation(LBP) [29, 59]和图形切割 [6, 28]计算单个解决方案，并没有解决这个问题。现

有的MCMC算法，如各种 Gibbs采样器 [21, 35]，DDMCMC [56]和 Swendsen-Wang切割 [3, 51]，有希
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convex concaveNecker cube

duck/rabbit illusion

interpretation 1input

duck rabbit

interpretation 2

aerial image roof and vents parking lot and cars 

图 6.23: 多种解决方案的问题:(顶部）Necker Cube;（中）Wittgenstein错觉;（底部）航拍图像被解释为
带有通风口的车顶或带有汽车的停车场。在进一步的上下文到来之前，应保持歧义。Porway和 Zhu[42]
提供.

望在状态空间中进行全局优化和遍历，但通常需要很长的等待时间才能在不同的模式之间移动，这需要

一系列幸运的动作才能逃离景观中的能量井.

在本节中，我们将讨论一种算法，该算法可以通过在相等概率状态之间跳转来发现多个解决方案，

从而保留相对一般设置的模糊性:

1. 图形可以是平面的，例如MRF或 CRF，或者是分层的，例如解析图.

2. 对于硬约束或软约束，该图可以具有正（合作）和负（竞争或冲突）边缘.

- concave label                 - convex label

positive edge negative edge coupled states

state A state B

ccp1

ccp2

cccp

ccp2

ccp1

cccp

图 6.24: 在 Necker Cube的两种解释之间进行转换。局部耦合标签与备用标签转换以强制实现全局一致
性。请参阅正文以获取解释. Porway和 Zhu [42]提供.

3. 即使能量项涉及两个以上的节点，图上定义的概率（能量）也可能非常普遍.
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在视觉中，可以安全地假设图形是局部连接的，且我们不考虑图形完全连接的最坏情况.

在 20世纪 70年代，许多问题，包括线条绘制和场景标记，被提出作为约束满足问题（CSPs）。通

过启发式搜索方法 [41]或约束传播方法 [2, 37]解决了 CSP。前者保留了一个开放节点列表，以寻找合

理的替代方案，并可以回溯以探索多种解决方案。但是，当图很大时，开放列表可能会变得太长而无法

维护。后者基于其邻居迭代地更新节点的标签。一种众所周知的约束传播算法是 Rosenfeld，Hummel和

Zucker在 1976年 [47]提出的松弛标记方法.

在 20世纪 80年代， [21]中提出了 Gibbs采样器。标签的更新在固体 MCMC和 MRF框架中是合

理的，因此保证从后验概率中进行采样。在特殊情况下，Gibbs采样器等于多边形的信任传播 [41]和链

中的动态规划。当图中的多个节点强耦合时，发现 Gibbs采样器严重减速.

图 6.24说明了使用 Necker Cube与强耦合图相关的难点示例。该图的六条内部线分为两个耦合组：

(1-2-3)和 (4-5-6)。每组中的线必须具有相同的标签（凹面或凸面）才能形成有效的立方体，因为它们共

享两个’Y’形连接点。因此，除非我们一起更新整个组的标签，即一步所有六个标签，否则更新耦合组

中单行的标签不会产生任何差别。问题是，对于具有大图的一般情况，我们不知道图中的哪些节点是耦

合的，以及在何种程度上耦合.

6.9.1 C4算法综述

在本节中，我们提出了一种概率聚类算法，称为聚类协同和竞争约束 (C4)，用于计算图形模型中的

多个解决方案。我们考虑两种类型的图.邻接图将每个节点视为一个实体，例如像素，超像素，线条或

物体，它们必须用 K-classes(或颜色)标记。计算机视觉中使用的大多数MRFs和 CRFs都是邻接图。候

选图将每个节点视为候选或假设，例如实体的潜在标签，或窗口中被检测的对象实例，其必须被确认

（打开）或拒绝（关闭）。换句话说，该图标记有 K = 2种颜色.

正如我们将在 6.9.2节中所示，邻接图总是可以转换为更大的候选图。在这两种情况下，任务在

MRF,CRF或层次图上作为图形着色问题提出。有两种类型的边表示节点之间的硬约束或软约束（或耦

合）。正边是合作约束，有利于两个节点在邻接图中具有相同的标签，或者在候选图中同时关闭和打开。

负边是竞争性或冲突约束，要求两个节点在邻接图中具有不同的标签，或者一个节点打开而另一个节点

在候选图中关闭.

在图 6.24中，我们显示了 Necker立方体可以在邻接图中表示，每条线都是一个节点。六条内部线

由六条正边（绿色）和两条负边（锯齿状的红色）连接。第 2和第 4行在它们相互交叉时具有负边，第

3和第 6行也是如此。为了清楚起见，我们省略了六条外线的标记.

边起计算作用，用于动态分组强耦合的节点。在每个正边或负边上，我们使用自下而上的判别模型

来定义耦合强度的边缘概率。然后，我们设计了一个协议，用于根据每次迭代的边缘概率分别关闭和打

开这些边。该协议对于所有问题都是通用的，而边缘概率是特定于问题的。这个概率过程关闭了一些

边，剩下的所有边将图形划分为一些连通分量 (ccp’s).

A ccp是一组通过正边连接的节点。例如，图 6.24有两个 ccp’s: ccp1 包含节点 1-2-3，ccp2 包含节

点 4-5-6。每个 ccp都是一个局部耦合的子解。A cccp是一个复合连通分量，由多个负边连接的 ccp’s组

成。例如，图 6.24有一个包含 ccp1 和 ccp2 的 cccp。每个 cccp包含一些冲突的子解.

在每次迭代中，C4 选择一个 cccp并同时更新 cccp中所有节点的标签，以便（i）每个 cccp中的节

点保持相同的标签以满足正约束或耦合约束，（ii）cccp中的不同 ccp’s被分配不同的标签来遵循负面约
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束。由于 C4 可以在一个步骤中更新大量节点，因此它可以移出局部模式并在多个解之间有效跳转。协

议设计动态地对 cccp’s进行分组，并保证每个步骤都遵循MCMC要求，例如详细的平衡方程，因此它

从后验概率中采样.

6.9.2 图形,耦合和聚类

从平面图 G开始，我们将扩展到 6.9.6节中的层次图,

G =<V, E >, E = E+∪E−. (6.81)

这里, V = {vi, i = 1,2, ...,n}一组顶点或节点，其上定义了变量 X = (x1, ...,xn), E = {ei j = (vi,v j)}是一组
边，对于正（合作）和负（竞争或冲突）约束，它分别分为 E+和 E−。我们考虑 G的邻接和候选图.

通过将每个节点 vi转换为 Ki个节点 xi j，可以始终将邻接图转换到更大的候选图。xi j ∈ {′on′,′ off′}表
示邻接图中的 xi = j。这些节点遵循一个互斥约束，以防止模糊赋值给 xi。图 6.25显示了这种转换。邻接

图 Gadj =<Vadj,Eadj >具有六个节点 Vadj = {A,B,C,D,E,F}，并且每个节点具有 3到 5个潜在标签。变量

是 Xadj = (xA, ...,xF)，xA ∈ {1,2,3,4,5}等等。我们将其转换为具有 24个节点Vcan = {A1, ...,A5, ...,F1, ...,F4}
的候选图 Gcan =<Vcan,Ecan >。节点 A1 表示分配 xA = 1的候选假设.Xcan = (xA1 , ...,xF4)是布尔变量.

adjacency
graph

candidacy 
graph

B D

C
E

F

A

5

4

3

2

1

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1 3

2

1

4

3

2

1

`On` nodes
`Off ` nodes

positive edge
negative edge

图 6.25: 将邻接图转换为候选图。候选图表具有正（绿色直线）和负（红色锯齿状线条）边，具体取决
于在邻接图中分配给节点的值. Porway和 Zhu [42]提供.
由图 G所表示，视觉任务被提出作为优化问题，用后验概率 p(X |I)或能量函数 E(X)计算最可能

的解释.

X∗ = argmax p(X |I) = argminE(X). (6.82)

为了保持模糊性和不确定性，我们可以用权重 {ωi}计算多个不同的解 {Xi}来表示后验概率.

(Xi,ωi)∼ p(X |I), i = 1,2, ...,K. (6.83)

在传统的视觉公式中，图中的边是代表性的概念，E中的能量项在边上定义，用来表示节点之间的

相互作用。相比之下，Swendsen-Wang [51]和 Edward-Sokal [14]在他们的聚类采样方法中为边添加了
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一个新的计算角色。边概率性地关闭和打开，来动态地形成强耦合节点的组（或簇）。在下面的示例后

不久，我们将介绍聚类过程。在本节中，我们采用这一概念，图 G中的边有三个方面的特征:

正 vs. 负. 正边表示在邻接图中具有相同标签或在候选图中同时打开（或关闭）的两个节点的协作

约束。负边要求两个节点在邻接图中具有不同的标签，或者需要打开一个节点而在候选图中关闭另一

个节点.

刚性 vs. 柔性. 一些边表示必须满足的刚性约束，而其他边约束是柔性的,并且可以用概率表示.

位置依赖 vs. 值相关. 邻接图中的边通常取决于位置。例如，在 Ising模型中，两个相邻节点之间的

边构成柔性约束，它们应具有相同或相反的标签。相反，候选图中的边是依赖于值的，因此具有更强的

表达能力。这对于视觉任务很常见，例如场景标注，线图解释和图形匹配。如图 6.25所示，候选图中节

点之间的边可以是正的也可以是负的，这取决于在邻接图中分配给节点 A和 B的值.

我们将在后面的小节中说明，正边和负边对于生成连通分量和解决节点耦合问题至关重要.

图 6.26显示了用于解释 Necker立方体的候选图 G的结构。为了清楚起见，我们假设外部线被标记，

并且任务是为六个内部线分配两个标签（凹和凸），以便满足所有局部约束和全局约束。因此，我们在

G中总共有 12个候选分配或节点.

基于线图解释理论 [38, 49]，两个’Y’结构形成正约束，因此线 1-2-3具有相同的标记，线 4-5-6具

有相同的标记。我们在 G中有 12个正边（绿色）来表示这些约束。线 2和线 4的交叉点构成负约束，

要求线 2和线 4具有相反的标签，如图 6.26中红色锯齿状的边所示。线 3和线 6也是如此。每条线的两

个不同的赋值也应该通过负边连接。为清楚起见，未示出这些负边.

2

1

图 6.26: Necker立方体的示例。具有 6个节点（底部）的邻接图被分别转换为 12个节点（顶部）的候
选图，用于凹凸标签分配。在这些候选分配之间放置 12 个正边和 2 个负边以确保一致性. Porway 和
Zhu[42]提供.

在这个候选图中，满足所有约束的两个解由图 6.26中的 2种颜色表示。第一种解具有标记为凸（x）
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的所有节点 1,2和 3以及标记为凹 (o)的所有节点 4,5和 6。该解目前处于开启状态。这将创建一个有效

的 3D解释，其中立方体将从这一页伸出来。替代解具有相反的标签，并创建对于下沉到页面中的立方

体的 3D解释.

要从一个解切换到另一个解，我们必须交换连接标签。每组节点 1-2-3和 4-5-6构成了 Necker Cube

的一个角，并且它们之间都有正约束。这表明我们应该同时更新所有的这些值,我们创建两个连通分量

ccp1 和 ccp2, 分别由耦合节点 1-2-3 和节点 4-5-6 组成, 如果我们只是简单地反转 ccp1 或 ccp2 的标签，

我们将创建一个不一致的解释，其中整个图中的所有边现在都具有相同的标签。我们要做的是同时交

换 ccp1 和 ccp2.

注意到，我们在节点 2和 4之间以及节点 3和 6之间有负边。负边可以被认为是多个竞争解的指

标，因为它们必然要求边任一端的组可以是 (on, off)或 (off, on)，而创造两种可能的结果。此负边连接

ccp1和 ccp2中的节点，因此表明两个 ccp’s中的节点必须具有不同的标签。我们构造一个复合连通分量

cccp12，包含节点 1-6，现在有一个包含所有相关约束的完整分量。从解 1到解 2的移动现在就像同时

翻转所有节点一样简单，或者等效地满足所有约束。在下一小节中，我们将解释如何正式地形成 ccp’s

和 ccp’s.

在每个正边或负边上,我们定义了耦合强度的边缘概率. 也就是说，在每个边 e ∈ E 上，我们定义一

个辅助概率 ue ∈ {0,1}，它遵循一个独立的概率.

在 Swendsen和Wang [51]中, qe的定义由 Potts模型 qe = e−2β 中的能量项决定，作为所有 e的常数。

Barbu和 Zhu[3]将 qe 与能量函数分开并将其定义为自下而上的概率，qe = p(l(xi) = l(x j)|F(xi),F(x j)) =

p(e = on|F(xi),F(x j))，其中 F(xi)和 F(x j)是在节点 xi和 x j 处提取的局部特征。这可以通过区分性训练

来学习，例如通过逻辑回归和助推,

p(l(xi) = l(x j)|F(xi),F(x j))

p(l(xi) 6= l(x j)|F(xi),F(x j))
= ∑

n
λnhn(F(xi),F(x j)).

在正边 e = (i, j) ∈ E+上, ue = on遵循伯努利概率,

ue ∼ Bernoulli(qe ·1(xi = x j)).

因此,在当前状态 X，如果两个节点具有相同的颜色，即 xi = x j，则边 e以概率 qe连通。如果 xi 6= x j，则

ue ∼ Bernoulli(0)和 e以概率 1关闭。因此，如果两个节点强耦合，则 qe 应该具有更高的值以确保它们

具有更高的概率来保持相同颜色。类似地，对于负边 e ∈ E−，ue = ‘on′也遵循伯努利概率,

ue ∼ Bernoulli(qe1(xi 6= x j)).

在当前状态 X，如果两个节点具有相同的颜色 xi = x j，则边 e以概率 1关闭，否则以概率 e打开 e，以

强制 xi 和 x j 保持不同的颜色.

在独立地对所有 e ∈ E 进行 ue 采样后，我们分别表示保留在 E+
on ⊂ E+和 E−on ⊂ E−上正边和负边的

集合。现在我们给出 ccp和 cccp的正式定义.

Definition 6.3 一个ccp 是一组顶点 {vi; i = 1,2, ...,k}，其中每个顶点都可以通过 E+
on 中的正边从每个其

他顶点到达.
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Definition 6.4 一个 cccp是一组 ccp’s{ccpi; i = 1,2, ...,m}，其中每个 ccp都可以通过 E−on 中的负边从每

个其他 ccp到达.

没有两个 ccp’s 可以通过正边到达，否则它们将是单个 ccp。因此，cccp 是一组由负边连接的分离的

ccp’s。分离的 ccp也被视为 cccp。在 6.9.6节中，我们通过将 ccp转换为 cccp来处理 ccp包含负边的无

效情况。为了观察MCMC设计中的详细平衡方程，我们需要计算选择一个由边缘概率 qe决定的 ccp或

cccp的概率。为此我们定义他们的切割。通常，切割是连接两个节点集之间节点的所有边的集合.

Definition 6.5 在当前状态 X 下，ccp切割是 ccp中节点与具有相同标签的周围节点之间的所有正边的

集合,

Cut(ccp|X) = {e : e ∈ E+, xi = x j, i ∈ ccp, j /∈ ccp}.

这些是必须概率地（概率为 1−qe）关闭以形成 ccp的边。切割取决于状态 X .

Definition 6.6 状态 XX的 cccp切割是连接 cccp及其相邻节点中具有不同（或相同）标签节点的所有负

（或正）边的集合,

Cut(cccp|X) = {e : e ∈ E−, i ∈ cccp, j /∈ cccp,xi 6= x j}∪{e : e ∈ E+, i ∈ cccp, j /∈ cccp,xi = x j}.

所有这些边必须概率地关闭（概率为 1−qe），以便在状态 X 处形成 cccp。由于 E+
on 中的边仅连接具有

相同标签的节点，因此 ccp中的所有节点必须具有相同的标签。相比之下，E−on 中的所有边仅连接具有

不同标签的节点，因此 cccp中的相邻 ccp’s必须具有不同的标签.

3

1

2

图 6.27: Necker立方体候选图表不处于解决状态. Porway和 Zhu[42]提供.
为了解释这些概念，我们在图 6.27中显示了 Necker立方体的非解状态 X . 通过关闭一些边（用叉标

记），我们获得了当前打开的节点的三个 cccp’s。在此示例中，qe = 1，因为这些是不可改变的刚性约束。

cccp1和 cccp3只有 1个节点，而 cccp2有具有 4个节点的两个 ccp’s。该算法将任意选择一个 cccp并根

据约束更新其值。如果它选择 cccp1或 cccp3，那么我们距离解更近了一步。如果它选择 cccp2，则将交

换所有 4个顶点标签，并且我们将达到解状态。在这种情况下，我们将继续在两种解之间来回切换.

6.9.3 平面图上的C4算法

平面图上的C4算法遵循MCMC设计迭代地工作。在每次迭代中，它生成 cccp’s，以一定概率选择

cccpo，并将标签重新分配给其 ccp’s，以便满足所有内部负约束。随着 cccpo中 ccp’s的数量增加，潜在

134



标签的数量也将增加。可以通过两种方式处理这种状况:

1. 使用约束满足问题求解器（CSP求解器）来解决 cccpo 中更小，更简单的约束满足问题.

2. 使用随机或启发式采样来查找新的有效标签.

我们将在本节中使用第二种方法，并且 cccpo 中的 ccp’s 数量通常很小，因此标签分配不是问题。

C4 算法可以被视为将大的约束满足问题分解为可以在局部满足的较小片段的方法。然后通过迭代传播

解决方法。此赋值表示MCMC中的移动，MetropolisHastings步骤以一个接受概率接受该移动。该接受

概率考虑了生成 cccp’s，选择 cccpo，分配新标签和后验概率的可能性.

总而言之，下面给出了该算法的伪代码版本.

The C4 Algorithm
输入: 图 G =<V,E >和后验概率. p(X |I).
计算边缘概率 qe,∀e ∈ E.

qe 是特定于问题的判别概率.

初始化状态 X = (x1,x2, ...,xn).

例如在候选图中关闭所有节点.

for s = 1 to N iter do
用状态 A表示当前 X .

步骤 1: 在 A生成一个 cccpo.

∀e = (i, j) ∈ E+,样本 ue ∼ Bernoulli(qe1(xi = x j)).

∀e = (i, j) ∈ E−,样本 ue ∼ Bernoulli(qe1(xi 6= x j)).

基于 E+
on 和 E−on 生成 {ccp} and {cccp}

依概率从 {cccp}选择一个 cccpo

用 q(cccpo|A)表示选择 cccpo 的概率.

步骤 2:按概率: q(l(cccpo = L|cccpo,A))将标签分配给 cccp中的 ccp’s.

将新 X 表示为状态 B.

Step 3: 计算接受概率:

α(A→ B) = min(1,
q(B→ A)
q(A→ B)

· p(X = B|I)
p(X = A|I)

).

end for
输出: 具有最高概率的不同状态 {X∗}.

在马尔可夫链设计中,两个状态 A和 B之间的每个移动都是可逆的,观察详细的平衡方程, In Markov

chain design, each move between two states A and B is made reversible and observes the detailed balance

equation,

p(X = A|I)K(A→ B) = p(X = B|I)K(B→ A). (6.84)

K(A→ B)是马尔可夫链内核或从 A到 B的转换概率。在Metropolis-Hastings设计中,

K(A→ B) = q(A→ B)α(A→ B), ∀A 6= B. (6.85)
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q(A→ B)是从状态 A提议状态 B的概率，α(A→ B)是接受概率,

α(A→ B) = min(1,
q(B→ A)
q(A→ B)

· p(X = B|I)
p(X = A|I)

). (6.86)

很容易查验,方程 (6.86)中提议概率的设计和方程 (6.85)中的接受概率使得内核满足 (6.84)中的详细平

衡方程，反过来又满足不变性条件,

p(X = A|I)K(A→ B) = p(X = B|I). (6.87)

因此，p(X |I)是具有内核 K的马尔可夫链的不变概率。现在我们详细说明提议和接受概率的设计。接

受概率由两个比值确定。.

(i)比值 p(X=B|I)
p(X=A|I) 是特定问题，不属于我们的设计。后验概率可以是一般形式，不必修改或近似以适

合 C4 算法。由于状态 A和 B仅在 cccpo 中的节点标签上不同，如果后验概率是 MRF或 CRF，则该比

值通常可以在局部计算.

(ii)提议概率完全取决于我们的设计，其包括两部分,

q(B→ A)
q(A→ B)

=
q(cccpo|B)
q(cccpo|A)

· q(l(cccpo) = LA|cccpo,B)
q(l(cccpo) = LB|cccpo,A)

.

q(cccp0|A)和 q(cccp0|B)分别是在状态 A和 B选择 cccpo 的概率。给定选择的 cccpo，新标签的分配独

立于 cccpo 的周围邻居，并且通常在 CSP求解器的所有有效赋值中以相等的概率分配.因此，他们约掉

了，我们有 q(l(cccpo)=LA|cccpo,B)
q(l(cccpo)=LB|cccpo,A)

= 1.

总之，算法设计的关键是比值 q(cccpo|B)
q(cccpo|A) .。在单站点采样中，例如 Gibbs采样器，每个节点都是 cccpo，

选择只是一个访问方案。在 C4 中，在一个状态下选择 cccpo 的概率取决于两个概率：（a）通过对伯努

利概率之后的边缘概率 qe 进行采样来生成 cccpo 的可能性有多大;（b）在状态 A和 B中形成的 {cccp}
集合中选择 cccpo的可能性有多大。这些概率很难计算，因为通过打开/关闭边，图表中有大量分区包含

某个 cccpo。关闭一些边后，分区是一组 cccp’s.

有趣的是，状态 A中所有可能分区的集合与状态 B中的相同，并且所有这些分区必须共享相同的

切口 Cut(cccpo)。也就是说，为了使 cccpo 成为复合连通分量，必须关闭其与相邻节点的连接。尽管概

率的形式复杂，但由于约分，它们的比值简单干净。此外，给定分区，即可从所有可能的 cccp’s中以均

匀的概率选择 cccpo.

Proposition 1 在状态 A和 B选择 cccpo 的提议概率比是

q(cccp0|B)
q(cccp0|A)

=
∏e∈Cut(cccpo|B)(1−qe)

∏e∈Cut(cccpo|A)(1−qe)
. (6.88)

为了解释 C4, 我们更详细地推导出了具有正边和负边的 Potts 模型. 设 X 是在具有离散状态 xi ∈
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positive edge negative edges cut: turn off edge probabilistically 
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(a) Potts model with +/- edges (b) state X=A (c) state X=B
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图 6.28: 具有负边的 Potts模型。（a）在棋盘图案中找到最小能量。（b）形成 cccps。（c）cccp0由通过负
边连接的子 ccps的正边组成. Porway和 Zhu[42]提供.

{0,1,2, ...,L−1}的 2D点阵上定义的随机场. 其概率由下式指定

p(X) =
1
Z

exp{−E(X)}; with E(X) = ∑
<i, j>∈E+

βδ (xi = x j)+ ∑
<i, j>∈E−

βδ (xi 6= x j), (6.89)

其中 β > 0是一个常量. 对于所有边,边缘概率是 qe = 1− e−β .

图 Figure 6.28(a)显示了具有 L = 2个标签的小点阵上的示例，其是具有位置相关边的邻接图。具

有棋盘图案的状态将具有最高概率。图 6.28(b) 和 (c) 通过一步翻转 cccpo 的标签显示了两个可逆状态

A 和 B. 在这个例子中, cccpo 有三个 ccp’s, cccpo = {{2,5,6};{3,7,8};{11,12}}. 8 个节点的标签以均

匀的概率重新分配，这导致两个状态下 cccpo 的切口差异, Cut(cccpo|A) = {(3,4),(4,8),(12,16)} 以及
Cut(cccpo|B) = {(1,2),(1,5),(5,9),(6,10),(10,11),(11,15)}.

Proposition 2 对于在 cccpo中具有不同标记的任何两个状态，Potts模型上C4的接受概率是 α(A→ B) =

1。因此，此举始终被接受.

证明遵循两个观察结果。首先，cccpo 内外的能量项对于 A和 B都是相同的，它们仅在 cccpo 的切口上

有所不同. 更确切的说, 设 c = |Cut(cccpo|B)|− |Cut(cccpo|A)为两个切口大小的差异（即在我们的例子
中 c = 3）。表明这一点并不难

p(X = B|I)
p(X = A|I)

= e−βc. (6.90)

其次，我们有提议概率比，遵循等式 (6.88),

q(cccp0|B)
q(cccp0|A)

=
(1−qe)

|Cut(cccpo|B)|

(1−qe)|Cut(cccpo|A)|
= eβc. (6.91)

在等式 6.86中插入两个比值，我们得到 α(A→ B) = 1.

6.9.4 在平面图上的实验

在本节中，我们与 Gibbs采样器 [21]，SW方法 [51]，迭代条件模式（ICM），图形分割 [6]和循环

置信度传播（LBP） [29]一起,测试 C4 在某些平面图（MRF和 CRF）上的性能。我们选择了一些经典
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的案例：（i）MRF的 Ising/Potts模型;（ii）使用候选图的约束满足问题的线描解释;（iii）使用 CRF进

行场景标记;（iv）航拍图像的场景解释.

(a) initial state (b) solution state 1 (c) solution state 2
图 6.29: 具有棋盘约束的 Ising / Potts模型和由C4 计算的两个最小能量状态. Porway和 Zhu[42]提供.

6.9.5 棋盘 Ising模型

我们首先考虑具有正边和负边的 9× 9 点阵上的 Ising 模型。我们用两个参数设置测试了 C4:（i）

β = 1, qe = 0.632;（ii）β = 5, qe = 0.993。在这个点阵中，我们创建了一个棋盘图案。我们已经分配了

负边和正边，以便节点块想要具有相同的颜色，但是这些块想要与它们的邻居具有不同的颜色.
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(a) (b)
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Solution 2
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β = 5

β = 1

C4
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图 6.30:（a）在 Ising模型 vs时间上，C4，SW，Gibbs采样器，图形分割和 LBP的能量图。（b）,（c）状
态（由算法访问）及时进行图形分割，SW和 C4。一旦 SW和图形分割达到第一个解，它们就会卡住，
同时C4 保持在两个最小能量状态之间交换。C4 结果显示 β = 1且 β = 5. Porway和 Zhu[42]提供.
图 6.29显示了启动算法的典型初始状态，以及两个具有最小（即 0）能量的解。图 6.30(a)显示了

C4，Gibbs采样器，SW，图形分割和 LBP的能量对时间的曲线图。在约 10次迭代中,C4 在所有的五种

算法中收敛地第二快，落后于图形分割。由于图的循环性，置信度传播无法收敛，而 Gibbs采样器和传

统的 Swendsen-Wang无法快速满足约束，因为它们在每次迭代时都没有更新足够的空间。这表明C4具

有非常低的老化时间.

图 6.30(b)和 (c)显示了每次迭代时访问的状态。我们以 3个级别表示状态：曲线分别在两个最小

能量状态下到顶或到底，而在所有其他状态下到达中间。这里我们只比较图形分割，SW和C4，因为它

们是在合理的时间内收敛到解决方案的唯一算法。C4 清楚地交换解，同时 SW和图形分割卡在他们的

第一个解中。这是因为C4可以沿着负边和正边分组以同时更新系统的大部分，而 Swendsen-Wang被阻

止提出在解空间的较小部分上低概率移动.
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我们还比较了 β = 1和 β = 5的实验结果。图 6.30(c)显示了采样器随时间变化所访问的状态。在

β = 1的情况下，C4 收敛需要更长的时间，因为它不能形成具有高概率的大分量。然而，随着 β 变大，
C4 在空间中非常快速地朝向解迈出步骤并且可以在解状态之间快速移动。我们已经发现退火策略，其

中 qe = 1− e−β/T 且 T 被调整，使得 qe 在实验过程中从 0移动到 1也很有效.

图 6.31: 对 Gibbs，SW和 C4Ising模型的单个位置的边际置信度进行比较。C4 正确地收敛到 0.5，而其
他算法只找到单个解状态。LBP不会收敛，因此我们没有在这个图中显示出不稳定的置信度. Porway和
Zhu[42]提供.

我们最后比较每个算法计算每个节点的估计边际置信度.LBP直接计算这些置信度，但我们可以通

过运行每个算法来估计 Gibbs采样，SW和C4，并在给定先前状态的每个节点的每次迭代中记录经验均

值。。图 6.31显示了 4种算法中，每种算法对 Ising模型站点之一随时间的置信度。LBP不收敛，因此随

着时间的推移有一个噪声估计，为了清楚起见没有绘制，Gibbs和 SW收敛到概率为 1，因为它们陷入

单一解状态，而C4 接近 0.5，因为它在两个状态之间不断翻转.

我们在上面进行了相同的实验，但这次每个站点可以采用七种可能的颜色之一 (L = 7)。在这个例

子中，我们有大量具有最小能量的相等状态（棋盘图案）.
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图 6.32:（a）Potts模型 (L = 7)与时间的C4，SW，Gibbs采样器和 LBP的能量图。(b) (c)SW和C4算法
随时间访问的最小能量状态。（d）发现的唯一解总数与 SW和 C4 的时间对比，β = 1且 β = 5. Porway
和 Zhu[42]提供.

图 6.32(a)描绘了每种算法随时间的能量收敛。图形分割再次收敛到众多解中的一个。与 L = 2模型

的情况不同，SW这次能够找到多个解，如图 6.32(b)所示。图 6.32(c)显示了 SW和C4随时间访问能量

最小的不同状态的数量。我们看到C4在给定的时间限制内探测了更多的状态，这再次表明C4更具动态

性，因此具有快速的混合时间--这是MCMC算法效率的关键指标。我们还比较了 β = 1与 β = 5的情况。
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再一次，我们看到 β = 1并没有为C4提供足够强的连接以移除局部最小值，因此它找到与 Swendsen一

样多的唯一解（约 13）。然而，当 β 增加到 5时，数量从 13增加到 90.因此，当 β 很高时，C4 可以比

其他方法更快地在解空间中移动，并且可以发现大量唯一解状态.

(a) (b)

solution 
state 1

solution 
state 2

solution 4

solution 3

solution 2

solution 1

iterations(c)

图 6.33: 在解释之间交换状态的实验结果:(a)C4访问 Necker立方体的状态。(b)带有外立方体和内立方
体的线条图。(c)C4 访问双重立方体的状态. Porway和 Zhu[42]提供.

前两个示例基于MRF模型，其边取决于位置。现在我们考虑候选图上的线条图解释。我们使用两

个具有多种稳定解释的经典实例或解：(i)图 6.23中的 Necker立方体有两种解释，(ii)图 6.33中带有双

重立方体的线条图，有四种解释。在这些状态之间交换涉及到同时翻转 3或 12行。我们的目标是测试

算法是否可以随时间计算多个不同的解.

我们在候选图上采用类似 Potts的模型。线条图中的每一行都是 Potts模型中的一个节点，该节点可

以采用八个线条绘制标签中的一个来指示边缘是凹面，凸面还是深度边界。有关连贯的线条图标签的

深入讨论，请参见 [49]。我们在共享交汇点的任意两条线之间的候选图中添加了边。在每个交汇点，每

条线只有一小组有效标签可在 3D世界中实现。我们在成对的线标签之间添加正边，这些线标签与这些

结点类型之一相一致，而线标签之间的负边则不是。因此，我们根据它们形成的连接类型来模拟相邻线

标签的成对相容性.

在这些实验中，我们设定 β = 2，得到 qe = 0.865。图 6.33(a)和 (c)绘制了算法随时间访问的状态。

我们再次看到C4 可以在 CSP解算器或其他MCMC方法可能卡住的情况下快速切换解.
(a) input aerial image (b) detected candidates (c) after C4 inference (d) dataset performance 
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图 6.34: C4在航拍图像分析中的应用。（a）谷歌地球的一部分航拍图像。（b）一组自下而上的目标检测，
每个目标都是候选对象，即候选图中的一个节点。请注意需要关闭的大量假阳性。（b）C4 选择的最终
提议子集代表场景。C4 删除了与先前不一致的候选对象。（c）航拍图像数据集上像素级性能的精确召
回曲线. PorwayZhu[42]提供.

在下一个实验中，我们使用C4来解析航拍图像。这个实验是 [43]工作的延伸。在 [43]中，航空图

像表示为目标组的集合，通过统计外观约束相关联。在推断之前，在离线阶段自动学习这些约束.
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Method False Positives per image Detection Rate (%)
LBP 85.32 0.668
ICM 82.11 0.768
SW 87.91 0.813
C4 83.04 0.875

表 6.2: 每个图像的假阳性和使用 Loopy BP，SW，ICM和C4 进行航拍图像分析的检测率.

我们通过让每个自下而上检测到的窗口成为图中的顶点来创建我们的候选图，通过边连接，其概率

与这些目标的相容性成比例。每个候选都可以打开或关闭，指示它是否在场景的当前解释中.

通过检查其两个节点之间的能量 ε = ϕ(xi,x j)，将每个边分配为正或负，并给出打开的概率 qe。如

果 ε > t，则边标记为负，如果 ε < t，则边标记为正，其中 t 是用户选择的阈值。在我们的实验中，我

们让 t = 0.这样我们创建数据驱动的边缘概率并确定C4 的正边和负边类型.

在这个实验中，我们使用标记的航拍图像学习了可能的目标配置的先验模型。在一组共 50多个图

像中，每个图像中标记了目标边界。我们测试了从谷歌地球收集的五个大型航拍图像的结果，这些图像

也是手工标记的，这样我们就可以测量 C4 提高了最终检测结果的程度。虽然我们只使用五个图像，但

每个图像大于 1000× 1000像素并包含数百个目标，因此人们还可以将评估视为跨越 200× 200像素的

125个图像.

图 6.34显示了解析的空中场景的示例。自下而上检测到的窗口被视为候选，许多是假阳性。使用C4

后最小化全局能量函数;但是，我们保留了最能满足系统约束的子集。在C4排除不相容的提议后，假阳

性率大大降低。图 6.34(d)显示了使用C4与仅自下而上提示的航拍图像目标检测的精确召回曲线。我们

可以看到，以绿色虚线绘制的 C4 曲线具有比自下而上检测更高的精度，即使召回增加也是如此。我们

还比较了使用C4 而不是 LBP，ICM和 SW的类似误报率的结果。结果如表 6.2所示

6.9.6 分层图上的C4

在本节中，我们将讨论平面图的一致性，并将 C4 从平面图扩展到层次图。然后，我们解决涉及两

个以上站点的高阶约束.

在C4算法的每次迭代中，假设我们已经概率地打开了边，原始图形G=<V,E >变为Gon =<V,Eon >

with E = Eon∪Eo f f , Eon = E+
on∪E−on, and Eo f f = E+

o f f ∪E−o f f。正如我们在 6.9.2节中讨论的那样，每个 ccp

的图 Gon 中的所有节点共享相同的标签，并且期望形成耦合的部分解。但是，如果图 G中的约束不一

致，则 ccp中的某些节点可以通过 E−o f f 中的边连接。尽管在 ccp中没有打开这样的负边，但它们表明

ccp中的某些节点可能彼此冲突。这可能不是一个严重的问题，例如，负边可能只是表示柔性约束，例

如重叠窗口，这在最终解中是可以接受的.

图 6.35显示了负边是刚性约束的示例。如果我们尝试使用平面候选图解鸭/兔幻觉，则 ccp可能包

含 {′eye′,′ nose′,′ head′}，这是不一致的。我们称这个分组为 love triangle.

Definition 6.7 在图 G中，如果在 i，j之间存在由所有正边组成的路径，则称由负边连接的两个节点 i, j

属于 love triangle.

Definition 6.8 如果在连接 ccp中的两个节点的 E没有负边,即 {e : i, j ∈ ccp}∩E− = /0，则认为 ccp在图
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图 6.35: 尝试用平面 C4 解决鸭/兔幻觉。我们看到很有可能在图的左侧和右侧形成爱三角，这使得约束
满足非常困难. Porway和 Zhu[42]提供.

G中是一致的。如果图 G的所有 ccp在C4 中始终一致，则称图 G是一致的.

当图一致时，我们确保获得有效的解。所谓 love triangles的存在是产生不一致的 ccp’s的唯一原因。为

此我们可以很容易地证明以下命题.

Proposition 3 在没有爱三角的情况下，图 G将是一致的.

在图生成爱三角的主要原因，主要是在图中,大多数是在候选图中，是某些节点被多个标签重载，因

此它们与冲突的节点耦合。例如，节点’眼’应该是’兔眼’或’鸭眼’，它应该分成两个由负边连接的相

互冲突的候选节点。这样它就可以消除爱三角。图 6.36说明了我们可以通过将节点 1分成节点 1和 1′

来移除爱三角，因此我们将具有一致的 ccp.

图 6.36: 在候选图中破坏爱三角. Porway和 Zhu[42]提供.

我们需要解决的另一个常见问题涉及到 2个以上节点的高阶约束。图 6.37显示了鸭/兔幻觉的分层

图表示。这是一个有两层的候选图。顶层包含两个隐藏的候选假设：鸭子和兔子。这两个节点分别在第

1层中分解为三个部分，因此在它们之间施加高阶约束。现在，部分假设专门针对鸭眼，兔眼等。连接

两个目标节点的负边是从它们重叠的子节点继承的.

这种分层候选图是在运行中构建的，其中的节点由多个自下而上检测和绑定过程以及自上而下的

预测过程生成。我们将Wu和 Zhu [61]称为目标解析中的各种自下而上/自上而下的过程。在该图中，以

与平面候选图相同的方式在相同层上的节点之间添加正边和负边，而父子节点之间的垂直连结是确定

性的.

通过在每一层概率地打开/关闭正边和负边，C4获得 ccp’s和 cccp’s，如平面候选图中所示。在这种

情况下，一个 ccp包含一组在水平和垂直方向上耦合的节点，因此表示部分解析树。一个 cccp包含多

个竞争解析树，它们将在一个步骤中交换。例如，图 6.37中的左侧面板分别显示了鸭子和兔子的两个
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图 6.37: 尝试使用分层C4 解决鸭/兔幻觉。树定义了包含每个对象的部分。根据这些树对节点进行分组，
从而创建更高级别的节点。较高级别的节点继承负面约束. Porway和 Zhu[42]提供.

ccp’s，它们与候选图中的负边相连。此分层表示还可以消除由于重载标签导致的不一致。也就是说，如

果某个部分由多个目标或目标实例共享，我们需要在分层候选图中创建多个实例作为节点.

6.9.7 C4分层实验

为了证明分层C4 比平面C4 的优势，我们提出了一个解释鸭/兔幻觉的实验.

图 6.38: 左：鸭/兔幻觉的平面 C4结果。由于爱三角，C4在两个不可能状态之间交换。右：鸭/兔幻觉的
分层C4 结果。C4 现在在两个正确的解之间均匀交换. 改编自 Porway和 Zhu [42].

如上所述，图 6.35中平面候选图上的C4创建了两个爱三角。图 6.38的左侧显示了鸭/兔幻觉上平面

C4的结果。C4在两个状态之间连续交换，但是这两个状态要么所有节点都打开，要么所有节点关闭，这

两个状态都不是有效的解。图 6.38的右侧显示了将分层 C4 应用于鸭/兔幻觉的结果。我们为鸭/兔幻觉

定义了一棵树，包括鸭，{, ,},或兔子 {, ,}。结果是，算法立即找到两个解，然后继续统一交换它们。这
些结果表明，分层C4 可以帮助引导算法得到更稳健的解，并消除爱三角的影响.
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练习

问题 1。具有耦合马尔可夫链的 Ising/Potts模型的精确采样。我们考虑 Ising模型在 n×n点阵中（n = 64，

如果你有一台快速计算机，或许你可以尝试 n = 128）与 4最近邻。X 是在点阵上定义的图像，每个位

置的变量 Xs 取 0，1中的值。模型是

p(X) =
1
Z

exp{β ∑
<s,t>

1(Xs = Xt)}

我们用 Gibbs采样器模拟两个Markov链：:

• MC1以所有站点为 1（称为白链）开始，其状态由 X1 表示;

• MC2以所有站点为 0（称为黑链）开始，其状态由 X2 表示。

在每一步中，Gibbs采样器在两个图像中拾取一个位置 s，并计算条件概率，

p(X1
s |X1

∂ s) and p(X2
s |X2

∂ s)

它根据上述两个条件概率更新变量 X1
s 和 X2

s，并共享相同的随机数 r = rand[0,1]。两个马尔可夫链

被认为“耦合”。

1)证明在任一步中 X1
s ≥ X2

s ,∀s。也就是说，白链总是在黑链上方。
2)经过多次扫描后，当两条链相遇时，即 X1

s = X2
s ∀s，他们被认为“合并”。它们将永远保持在相同的状

态，因为每一步它们都由相同的随机数驱动。我们用 τ 表示合并时间（扫描次数）。时间 τ 后的图像被
称为是来自 Ising模型的精确样本。

在扫描中绘制两个链状态（使用它们的总和 ∑s X1
s 和 ∑s X2

s），如图 7.8所示。并在两条链合并时显

示图像。尝试使 β = 0.6,0.7,0.8,0.83,0.84,0.85,0.9,1.0。

3)绘制 τ 与 β 的曲线（使用上述参数），以确定在 β = 0.84附近是否存在临界减速。

问题 2。Ising/Potts模型的聚类采样。为简单起见，我们将 Ising模型视为 n×n点阵（n介于 64和 256

之间）与 4最近邻。X 是在点阵上定义的图像（或状态），每个位置的变量 Xs 取 {0,1}中的值。模型是

p(X) =
1
Z

exp{β ∑
<s,t>

1(Xs = Xt)}=
1
Z

exp{−β ∑
<s,t>

1(Xs 6= Xt)}

当 n×n足够大时，我们从物理学中得知 π(X)的概率质量集中在下面的集合上，集合外的概率为

零:

Ω(h) = {X : H(X) = h}, H(X) =
1

2n2 ∑
<s,t>

1(Xs 6= Xt)

H(X)是 X 的“充分统计”。直观地，它测量 X 中的总边界（裂缝）的长度，并且通过边的数量来

标准化。如果 H(X1) = H(X2)，则两个图像 X1和 X2具有相同的概率。理论上，在没有相变的情况下，β
和 h之间存在一一对应关系，即 h = h(β )。因此，根据经验，我们可以通过监测 H(X)是否随时间收敛

到恒定值 h来判断收敛。
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我们选择 3 个 β 值: β1 = 0.6,β2 = 0.8,β3 = 0.84。我们在合并时间 t1, t2, t3(扫描) 处有三个图像

X1,X2,X3。从这些图像中，我们分别计算其充足的统计量 h∗1,h
∗
2,h
∗
3。

对每个 βi, i = 1,2,3，我们使用聚类采样运行马尔可夫链。

• MC1从恒定图像（黑色或白色）开始—h = 0最小;

• MC2从棋盘图像开始—h = 1最大。

因此，当在 h∗i 处相遇时，我们认为他们已经收敛到了 Ω(h∗i )。

1)绘制当前状态 X(t)随时间 t 的充足统计量 H(X)并且当 h在距离 h∗i 的 epsilon距离内时停止。

2)在图中标记 Gibbs收敛时间 t1, t2, t3（扫描），以便在问题 1中对三个参数和 Gibbs采样器收敛进行比

较。（这种比较可能对 Gibbs采样器有点不公平，因为它可能在合并之前已收敛到 Ω(h∗i )。)

3)绘制 CPs(在每个步骤（扫描）一起翻转的像素数量)的平均大小，并在三个 βi, i = 1,2,3设置下比较

它们。

使用两种版本的聚类采样算法重复实验:

版本 1: 在整个图像上形成 CP’s并随机翻转它们。所以每一步都是一次扫描。

版本 2: 随机挑选一个像素，从中生成一个 CP，并仅翻转此 CP。累计已翻转的像素数量，并将数

字除以 n2 以获得扫描数。

测试总数为：3个温度 × 2个初始状态 × 2个 SW版本 = 12次试验。你也可以为 β3 = 1.0运行两个

MC，看它快速收敛（两个MC在 H(X)中相遇）。
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第 6章 MCMC的收敛性分析

“在一个非瓶颈中省下的一个小时是海市蜃楼。”- Eliyahu Goldratt

简介

许多从业者在使用 MCMC时遇到的主要问题之一是收敛速度慢。虽然许多 MCMC方法已经证明

会收敛到目标分布，但整个收敛很大程度上取决于转移矩阵 λslem 的第二大特征值的大小。因此，基于

此数量，νKn的收敛率有很多限制。在本章中，派生和实现了一些最有用的边界。通过随机改组一副纸

牌来研究这些界限。另外，为了加速收敛过程，解释了交易图，瓶颈和电导的概念。最后，介绍了路径

耦合和精确采样的主题，并将这些方法应用于 Ising模型。

7.1 关键融合主题

设 (ν ,K,Ω)成为马尔可夫链，初始分配 ν，转换内核 K 在 Ω空间。这个链在某个时间 n获得的样

本遵循分布 X(t)∼ ν ·Kn ∞−→
n

π。νKn 的收敛是使用总变差 ‖νKn−π‖TV 来衡量的。如果此数量接近 0作

为 n→ ∞，则该链接收到 π。

Kn =
n

∑
i=1

λiviui

回想一下章节中定义的链的这些有用特性 3.4:

i) 第一次命中状态 i（在有限状态下）

τhit(i) = inf{n > 1;xn = i,x0 ∼ ν0}, ∀i ∈Ω

ii) 状态 i的首次返回时间

τret(i) = inf{n > 1;xn = i,x0 = i}, ∀i ∈Ω

iii) 混合时间

τmix(i) = min
n
{‖νKn−π‖TV 6 ε,∀ν0}
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我们还可以定义以下概念来表征链。

定义 7.1 老化期是马尔可夫链进入典型状态子空间之前的预期步数。典型状态的子空间是 Ω的子空间，
其中 π(x)是集中的。

老化概念不是很精确，因为很难估计马尔可夫链 νKn 的分布何时足够接近目标分布 π。在高维空间中
尤其如此。

定义 7.2 马尔可夫链 x = (x0, ...,)的状态之间的自相关被定义为

Corr(τ) =
1
T

t0+T

∑
t=t0+1

(xt−x)(xt+τ −x), ∀τ ≥ 0.

τ

1

图 7.1: 通常样本之间的自相关性随着滞后 τ 而减少。
高自相关意味着收敛慢，而低自相关意味着快速收敛。我们可以使用MC样本进行整合和获取

θ =
∫

f (x)π(x)dx∼=
1
T

t+T

∑
t=t0+1

f (xt) = θ̂ ,

var(θ̂) = Esamples

[
(θ̂ −θ)2

]
=

1
m
· const,

其中 m是独立样本的有效数量。

7.2 实用的监测方法

确定性算法收敛到一个点，通常可以监视到该点的收敛。例如，在最大似然估计（MLE）中，我们

可以检查似然函数 f (x)以查看算法是否已收敛。相比之下，MCMC算法是随机的，很难确定是否发生

了收敛。但是，有几种方法可以让我们监控融合过程，包括

1. 监测 π(x)的足够统计数据，例如边界长度，总能量等。统计数据是空间平均值（样本的扰动）或
时间（样本数量）。这种方法将状态空间 Ω投射到足够的统计数据 H 的空间中。对于 H 的任何特

定值，我们有反向空间

Ω(h) = {x ∈Ω : H(x) = h}.
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图 7.2: 左图：在老化期后，不同路径到达概率高的区域 Ω1。中：足够的统计量 H（例如，能量）为我
们提供了反向空间（水平集）Ω(h)，用于获取不同的值 h。右：运行多个马尔可夫链可以更好地探索空
间 Ω。

2. 从广泛分散的初始状态开始并行运行许多马尔可夫链，并且如果可能的话，从极端状态开始。如

1.中的监视可以同时进行。例如，在 Ising/Potts模型中，我们从常数 0/1（白/黑）或白噪声网格开

始。

图 7.3: 左：通过检查足够的统计数据 H，监测马尔可夫链已经忘记了初始点。能源。右：σw和 σb和 σ̂
近似于真正的 σ。

3. 监视马尔可夫链是否忘记了过去或初始点，如左图 7.3所示。

4. 监测采样温度 T。通过这种方法，我们可以监测Metropolis-Hastings算法的拒绝率以及 Gibbs采样

器中 π(xi|x−i)的熵。

5. 模拟M不同的马尔可夫链序列，{MCi; i = 1,2, · · · ,M}。我们可以计算单个意味着 ψi，以及所有链

的总平均值，ψ。因此，我们有链间方差

σ 2
b =

1
M−1

M

∑
i=1

(ψi−ψ)2

和链内差异

σ 2
w =

1
M

M

∑
i=1

σ 2
i , σ 2

i =
1
T

t0+T

∑
i=t0

(
xi(t)−ψi

)2
,

这低估了真正的方差 sigma。
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然后我们可以估计马尔可夫链的方差为

σ̂ =
T −1

T
σw +

1
T

σb.

这些数量如图 7.3，右图所示。

7.3 卡改组的耦合方法

洗牌一副牌也可以用马尔可夫链代表。我们可以使用卡改组来研究马尔可夫链的耦合方法，其中两

个或更多个链独立地开始并且在多个步骤之后缓慢地聚结（相同地移动）。

假设我们有一张 n = 52牌的套牌。我们可以使用马尔可夫链来回答一些问题，例如：这些卡什么

时候彻底洗牌？所有卡都是随机分布的吗？有三种方法可以理解这些问题。

1. 收敛是相对于一个程序，例如洗牌过程，因为在每次改组之后我们得到一个新订单。通过重复这

个过程 N 次，我们得到 N decks（安排），并且可以回答问题

a) 测试出现在给定位置的卡片的分布，i，并将其与 i的统一卡片分布进行比较。

b) 跟踪从 i位置开始的卡片，并检查其位置分布。

2. 检查新牌组是否已忘记其历史记录，因此玩家不能通过记忆原始订单来作弊。

3. 监控牌之间的一些边际统计数据，以便玩家无法根据已经玩过的牌预测下一张牌。

有很多方法可以洗牌，其中两种是在这里展示的。

7.3.1 拖到顶端

拖曳到顶部是一种易于理论研究的简单方法。在每一步中，随机选择卡 i并放置在牌组的顶部。经

过多次移动后，牌组将完全随机。为了连接与甲板 1相关联的马尔可夫链和与甲板 2相关联的马尔可

夫链，我们在甲板 2中找到甲板 1的顶部卡，并将其放在顶部。因此，顶层牌在牌组 1和 2之间是相同

的。重复该过程直到所有 52张牌被挑选至少一次。这也被称为“优惠券收藏家的问题”。经过一段时间

T，两个甲板将是相同的，据说已经合并。合并时间 T 具有以下特征：

E[T ] = n(
1
n
+

1
n−1

+ · · ·+1)∼= n logn;

var[T ]∼= 0.72n.

备注 7.1 在每一步我们必须在所有 n卡中进行选择，以便甲板 1上的洗牌是无偏的，否则甲板 2不再是

随机的。

备注 7.2 这两个套牌在每次移动时都用同一张卡 i连接。
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7.3.2 Riffle洗牌

对于浅滩洗牌，我们根据二项式 (n, 1
2)将 52张卡分成两个牌组，然后我们将它们洗牌。这样，卡

片 1和 n− k的卡片数量在甲板 2中。k的数量跟随分发

K ∼ P(k) =
1
2n

(
n
k

)
=

1
2n
· n!

k!(n− k)!
.

这可以更好地理解为反向混洗过程，类似于倒带视频。这意味着我们随机挑选属于甲板 1的牌，然后我

们将它们放在顶部。

图 7.4: Illustration of rifle shuffling

为此，在每次洗牌时，我们模拟每张卡的二进制位，b1,b2, · · · ,bn ∼伯努利 ( 1
2)，n次总计，如图 ref

fig：ch7：rifle所示。然后我们回去把所有 0放在所有 1的顶部。在 t 洗牌操作之后，原始订单中的每张

卡 i与 xi = b1ib2i · · ·bti 的 t 位相关联，如图??所示。
当没有进行足够的 shuffle时，存在具有相同二进制代码 xi = x j 的卡，如图 7.5所示。在这种情况下，

这些卡之间的顺序与原始套牌中的顺序相同。

图 7.5: Example of rifle shuffling and the coding bits.

但是，当 t 足够大以至于所有 {xi}都是不同的时，然后卡的顺序对应于 xi的值，因为具有 0 last的

卡在牌组中的另一张牌之上。然后，在 t 之后的排序是完全随机的，因为该顺序仅由位 xi 决定。

计算 t 这样所有 {xi}是不同的是与一个经典的统计问题有关：在 2t 箱子中丢弃 n球的概率是多少，

所以每个 bin最多只有 1个球？这些箱子对应于 2t 位组合 (b1,b2, · · · ,bt)没有重复，并且球对应于 n卡。

例 7.1 为了解决这个问题，请考虑我们有 520张卡片以相同的方式开始完全分类，每张卡片从上到下编
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号为 1到 52。对于每个牌组，我们独立地从伯努利（.5）中抽取 52个值。为了洗牌，我们计算 52个

值的向量中的 0的数量，并从牌组的顶部取出那么多张牌。然后我们按顺序将它们放在一个“新”牌组

中，使它们准确地定位在每个 0的位置。其余的牌同样放置在 1的位置。

为了测试这种方法如何有效地创建随机洗牌的牌组，对于 520个牌组中的每一个，该过程重复 t次。

在每次洗牌之后，我们创建 52个直方图，每个位置对应于牌组中的每个位置。在上下文中，这相当于

排列所有 520个甲板并从所有甲板上翻转顶部卡片，然后根据相关联的数字对它们进行分类并堆叠以

获得该位置处的卡片分布。理想情况下，我们希望看到这 52个分布中的每一个都大致统一，以代表完

美的混乱套牌。电视规范用于衡量分布的接近均匀程度，误差由

err(t) =
1
52

52

∑
i=1
||Ht,i−

1
52
||TV .

给出

在这个表达式中，Ht,i 是甲板位置 i时 t 的概率分布。预计每次迭代都会缩小所有位置的平均误差，

但它不太可能收敛到 0。

图 7.6: 在 t riffle洗牌之后，作为电视规范差异的均匀分布偏离。

如上图 7.6所示，仅在 5次洗牌之后，错误减少到.12并稳定下来。用于获得随机牌组的传统 riffle shuffle

的推荐数量在 7到 11之间。然而，在实践中，与上面使用的肯定随机伯努利过程相比，浅滩洗牌可能

不是完全随机的。

7.4 几何界限，瓶颈和电导

在本节中，我们将介绍有关MCMC收敛速度的更多关键概念。

7.4.1 几何收敛

让 (ν ,K,Ω)成为马尔可夫链。如果 K 是不可简化的和非周期性的，那么

‖ν ·Kn−π‖TV 6 c · rn,
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其中 c是常量，0 < r < 1是几何率。对于这样的马尔可夫链，存在 n0 > 0这样

Kn0(x,y)> 0, ∀x,y ∈Ω.

有许多方法可以证明这一点，因为没有指定 r。

i) 使用收缩系数。K 的收缩系数是转换内核中任意两行之间的最大 TV范数，并通过计算得出

C(K) = max
x,y
‖K(x, ·)−K(y, ·)‖TV.

然后对于任何两个概率 ν1,ν2 和在 x上定义的函数 h使得 Kh = ∑
y

h(y)K(x,y)以下成立：

‖ν1K−ν2K‖TV = max{‖(ν1K)h− (ν2K)h‖ : ‖h‖ ≤ 1}= max{‖ν1(Kh)−ν2(Kh)‖ : ‖h‖ ≤ 1}(7.1)

≤ max{1
2

max
x,y
‖Kh(x)−Kh(y)‖ : ‖h‖ ≤ 1}‖ν1−ν2‖ (7.2)

=
1
2

max
x,y

max{‖Kh(x)−Kh(y)‖ : ‖h‖ ≤ 1}‖ν1−ν2‖= c(K)‖ν1−ν2‖. (7.3)

有关此证明的更多详细信息，请参阅 [3]。

ii) 使用 Perron-Frobenius定理。召回定理 3.4：

Theorem 3 (Perron-Frobenius定理) 对于任何原始（不可约和非周期）N×N随机矩阵 K，K具有分

别具有特征值 1= λ1 > |λ2|> · · ·> |λr|与多重性m1...mr和左右特征向量 (ui,vi)。然后 u1 = π,v1 = 1，
和

Kn = 1 ·π ′+O(nm2−1|λ2|n).

从这个结果我们得到了每个起始状态 x0 ∈Ω的界限

‖νKn−π‖TV 6
√

1−π(x0)

4π(x0)
·λ n

slem

Persi Diaconis

这个界限被称为 Diaconis-Hanlon边界 [1]。

现在我们需要分析哪些因素约束 λslem。λslem通常与链的特征相关，该链最能阻碍收

敛过程，即最坏的情况。这可以是状态，顶点或边缘。有几个与理解 λslem有关的重要概

念。

交易图（转换图）。回到马尔可夫链内核 K的比喻作为人与人之间的交易（如例子 3.2），

我们定义一个图 G =<V,E >其中V = Ω是有限状态集，E = {< x,y >;x,y ∈V,K(x,y)> 0}是边的集合。
每个边缘 e =< x,y >由 Q(e) = π(x) ·K(x,y)加权。

此映射的几个属性可用于诊断收敛。通过不可减少性，∀x 6= y ∈ Ω，x和 y通过许多路径连接。我

们定义加权路径 Γxy
def
= (x, · · · ,y)并进一步要求此路径最多包含一次每条边。在这个约束条件下，我们说

Γxy 的有效长度由

γxy
def
= ∑

<s,t>∈Γxy

1
π(s)K(s, t)

.
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因此，从 x到 y的概率较低意味着更长的有效长度，并且从 x到 y需要很长的等待时间。

Bottleneck. G的瓶颈指标表示图表的整体连通性，并由下式给出

κ = max
e∈E

∑
Γxy3e

γxy ·π(x)π(y),

其中总和是在包含边缘 e的所有有效路径（无论它们从哪里开始或结束）上获取的。瓶颈本身就是产生

最大值的边缘 e∗。直观地说，e∗ 可以被认为是图表的金门大桥或巴拿马运河。两个人口稠密的城市/水

体/节点体系通过一条高交通路径相连。

通过计算建立的图的瓶颈的过程，有一个结果给出了基于 kappa的收敛的界限。庞加莱 é不等式

意味着

λslem 6 1−κ−1. (7.4)

图 7.7: 左图：五个家庭的贸易图。右：未加权的有向图，其顶点集等于五个族图的边集。

例 7.2 为了解决问题，我们考虑在岛上交易的五个家庭的情况下找到瓶颈的例子。假设我们认为瓶颈是
边缘（3,2）。有许多路径包含边缘（3,2）。有一步路径，六条两步路径和二十一条三步路径。其中，仅

允许（2,3,2,3），因为它重复边缘。还有四步路径，五步路径，等等。我们可以看到，最佳边缘有超过

10,000个与之相关的路径。

为了降低此问题的复杂性，我们改为计算 κ，如下所示。设 G是有向图的未加权版本。也就是说，

G以矩阵形式表示，将所有非零 Kxy组件转换为 1。现在根据 G的边集完全是 G0 的顶点的规则，将未

加权（有向）图形 G转换为新的（未加权和定向）图形 G0。因此，v1 和 v2 是 G0 的边缘，当且仅当 v1

=（s1t1）和 v2 = s2t2时，某些顶点 s1s2t1和 t2为 G。最后，构建 G0，这样当且仅当 t1 = s2时，才会有 v1

到 v2 的有向边。这在右图 7.7中说明。

现在，考虑这个新图形上的所有简单路径 G0。一条简单的路径是一次触及任何顶点的路径。因此，

G0上的简单路径沿着 G的边缘追踪可行路径，使用 G的每个边缘最多一次。因此，我们可以轻松搜索

G0以查找所有简单路径，然后丢弃那些没有我们正在考虑的边缘的路径，计算 γx,yπ(x)π(y)并对剩余路
径求和。对 G0 中的每个顶点重复此操作（这正是我们最大化的每个可能的参数）并选择最大化总和的

顶点。

使用此算法，我们获得边缘< 3,4 >的电导 κ = 90508.08。由于 λslem = |.5443+ .1824i|= .57405，我

们观察到 Poincar é满足不等式 λslem 6 1−κ−1。
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电导.假设我们将状态空间 Ω分成两个子空间，例如 Ω = S∪Sc。然后我们定义子空间之间的转换概率

K(S,Sc) =: ∑
x∈S

∑
y∈Sc

K(x,y).

设 π(S) = ∑x∈S π(x)是 S的容量并定义

Q(S,Sc) =: ∑
x∈S
y∈Sc

π(x) ·K(x,y)

作为流出 S。然后给出 G的电导

h =: min
S:π(S)6 1

2

Q(S,Sc)

π(S)
.

如果电导很小，则存在 S，其中 π(S)很大但是 Q(S,Sc)很小。这种电导的定义产生了 Cheeger的不等式

[2]，其中指出

1−2h 6 λslem 6 1− h2

2
.

这些界限很直观，但在实践中并没有真正指导设计。在实践中，使用启发式算法，例如数据驱动的MCMC

（第 8章）或 SW切割（第 6章）算法来加速马尔可夫链。

7.5 Peskun的有序和遍历性定理

现在，我们回到设计MCMC的早期动机。回想一下 3.6部分中的遍历性定理。请记住，这允许我们

执行蒙特卡洛积分来计算参数 θ

θ =
∫

f (x)π(x)dx∼= θ̂ =
1
n

n

∑
t=1

f (x(t)),

通过使用从MCMC获得的样本 {x(1), · · · ,x(n)} ∼ π(X)。马尔可夫链的效率最终通过方差来衡量

var(θ̂) = lim
n→∞

1
n

var
{ n

∑
t=1

f (x(t))
}
.

假设两个Markov内核 K1和 K2具有相同的不变概率 π。我们在集合中的所有这些 K中引入了部分

顺序

Ωπ = {K : πK = π, K不可约和非周期性的}.

我们说 K1 主导 K2，写 K1 � K2，如果 K1(x,y)> K2(x,y), ∀x 6= y。

Theorem 7.3 (Peskun) 如果 K1 � K2,然后 var(θ̂1)6 var(θ̂2).

例 7.3 考虑以下两个马尔可夫链：
MC1: K1(x,y) = Q(x,y) ·α(x,y) = Q(x,y) ·min

(
1,

Q(y,x)π(y)
Q(x,y)π(x)

)
– Metropolis-Hastings设计。

MC2: K2(x,y) = Q(x,y) · π(y)Q(y,x)
π(x)Q(x,y)+π(y)Q(y,x)

–贝克的设计。
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可以证明 K1 � K2。

例 7.4 Metropolized Gibbs采样器 � Gibbs采样器。

7.6 路径耦合和精确采样

例 7.5 我们考虑 n×n晶格及其由 4个最近晶格组成的图。我们在其原始物理环境中使用 Ising模型，其

中它在带电粒子的晶格上模拟磁性材料。每个粒子可以具有两种可能的旋转状态之一，−1（向下）或

1（向上）。设 X 是晶格的自旋状态，因此每个网站 s的变量 Xs是自旋状态，取值为 {−1,1}。我们考虑
n×n晶格及其由 4个最近邻居组成的图。我们在其原始物理环境中使用 Ising模型，其中它在带电粒子

的晶格上模拟磁性材料。每个粒子可以具有两种可能的旋转状态之一，−1（向下）或 1（向上）。设 X

是晶格的自旋状态，因此每个网站 s的变量 Xs 是自旋状态，取值为 {−1,1}。自旋相互作用的模型将正
能量分配给相反方向的自旋。形式上，系统的能量由下式给出

H(X) =− ∑
<s,t>∈C

βXsXt ,

其中C是格子的 4个最近邻居，β 是交互强度。这导致了晶格的每种可能状态的概率测量：

P(X) =
1
Z

exp−H(X) .

我们可以使用 Gibbs采样器模拟两个 Markov链：

1. 白色链从所有站点为 1开始，其状态由 X1 表示;

2. 黑链从所有站点为 0开始，其状态由 X2 表示。

在每一步中，Gibbs采样器在两个图像中选取一个站点 s并计算条件概率，p(X1
s |X1

∂ s)和 p(X2
s |X2

∂ s)。它根

据上述两个条件概率更新变量 X1
s 和 X2

s，并使用相同的随机数 r ∈ [0,1]来对两个变量进行采样。在这个

过程中，据说两个马尔可夫链是耦合的。

图 7.8: Ising模型上的总磁化 ∑s Xs，白链和黑链的 β = 0.35，合并为 τ = 105。
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可以在任何步骤中显示 X1
s ≥ X2

s ,∀s。也就是说，白链总是具有比黑链更大的总和。β = 0.35的示例

如图 7.8所示。

合并。当这两条链彼此相遇时，即 X1
s = X2

s ,∀s，经过多次扫描后，它们被称为已经合并。它们将永远保
持在相同的状态，因为它们是相同的，并且在每一步都由相同的随机数驱动。我们用 τ 表示合并时间
（扫描）。τ 扫描后的图像是来自 Ising模型的精确样本。

7.6.1 从过去耦合

精确采样的主要概念之一是过去的耦合。我们的想法是从每个状态及时向后运行模拟，跟踪每个链

最终的状态。直观的是，一旦两个状态在从时间 −t 到时间 0的模拟之后映射到单个状态，它们将保持

相同。如果使用相同的随机数，则从 −t−1模拟。从过去耦合确保在有限数量的模拟 M之后，我们最

终得到的状态 i的 ρ(i)足够接近链的均衡分布 π(i)，即小量 ||ρ(i)−π(i)||< ε。固定时间向后模拟的输
出由 F0

−M(i)给出，其中 F t2
t1 定义为组合 ft2−1 ◦ ft2−2 ◦ · · · ◦ ft1+1 ◦ ft1。此输出的几个重要功能包括：

1. 每个 ft(i)将状态空间映射到自身，−M leqt leq1。

2. F0
t 通过 F0

t = F0
t+1 ◦ ft 更新。

3. 合并是在 F0
t 成为常量映射的时间点，F0

t (i) = F0
t (i
′),∀i, i′。

Theorem 7.4 在概率为 1的情况下，来自过去过程的耦合返回根据马尔可夫链的平稳分布分布的值。

图 7.9: 具有四种状态的马尔可夫链，其中 p = 1
3 , q = 1

4 , r = 1− p−2q。

例 7.6 考虑图 7.9中所示的四状态马尔可夫链。我们模拟过去的所有状态。在 5次迭代模拟之后发生了

聚结，如图 7.10所示。

状态空间 S具有自然的部分排序，这样

x≤ y⇒ ϕ(x,u)≤ ϕ(y,u),
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图 7.10: 从图 7.9耦合过去的马尔可夫链。在 5次迭代模拟后发生聚结。

其中 ϕ 是更新规则，u是随机源。可以通过跟踪 S的最大和最小元素来验证合并。

7.6.2 应用：对 Ising模型进行采样

我们现在从示例 7.5返回到 Ising模型。由于其高维度，对 Ising模型进行采样并非易事，因此我们

使用 Gibbs采样器根据晶格的每个特定旋转的条件分布来更新链，P(s/∂s)，其中 ∂s是 s的相邻系统。直

接从此分布中进行采样非常容易。

β = 0.35,τ = 105 β = 0.40,τ = 780 β = 0.43,τ = 5265
图 7.11: 二维伊辛模型在不同温度下的样本。格子尺寸：200×200。

已经表明，如果采用用 Gibbs采样器更新晶格中所有点的确定性（或半确定性）方案，则诱导马尔

可夫链将收敛到晶格的联合分布，P(I)。在图 7.11中显示来自 Ising模型的样本，在合并时具有不同的

β 值。每个图像下方显示 β 的值和合并时间 τ。在图 7.8中显示了MC1（白链）和MC2（黑链）的总磁

化 ∑s Xs，β = 0.35。对于不同的随机序列，聚结时的能量可能不同，如图 7.12所示。图 7.13显示每次 i

和时间 i+ t 给出的状态之间的相关性

R(t) =
1
N

N

∑
i=1

< X (i), X (i+t) > .

如果将外部字段 Xobs 添加到模型中，则潜在的 H(X)变为

H(X) =− ∑
<s,t>∈C

αXsXt− ∑
<s>∈I

XsXobs
s .
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图 7.12: 150次试验的聚结能量。β = 0.40，晶格尺寸：50×50。

图 7.13: 不同温度下平衡态的相关性。

通过使用观察到的噪声图像作为外部场 Xobs和采样图像 X 作为去噪图像，可以将具有外部场的 Ising模

型用于图像去噪。图 7.14显示了一个采样图像 X，它来自过去与左上角显示的外部字段的耦合，以及交

互强度参数 β 的不同值。β = 1的上限和下限链的总磁化强度如图 7.15所示。

————-

练习

问题 1. 考虑生活在太平洋岛屿的五个家庭的Markov核心，数字略有变化。
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original image µ = 0.2,τ = 6 µ = 0.4,τ = 11

β = 0.6,τ = 19 β = 0.8,τ = 53 β = 1.0,τ = 513

图 7.14: 具有外场的耦合马尔可夫链的降噪仿真。

K =



0.1, 0.8, 0.1, 0.0, 0.0

0.3 0.0, 0.7, 0.0, 0.0

0.1, 0.6, 0.0, 0.3, 0.0

0.0, 0.0, 0.1, 0.6, 0.3

0.0, 0.0, 0.2, 0.4, 0.4


此转换矩阵定义有向图 G =<V,E >其中 V = {1,2,3,4,5}是状态集，E = {e = (x,y) : K(x,y)> 0}

是一组有向边。

1. 绘制图形 G并计算五个状态 x ∈ {1,2,3,4,5}的不变概率 π(x);并计算 λslem 的值。

现在我们将尝试通过本章研究的以下两个概念验证 λslem 的界限 ---瓶颈和电导。

2. 哪个边缘 e = (x,y)是 G的瓶颈？（您可以先根据图形连接进行猜测，然后根据其定义进行计算）;

并计算图形 G的瓶颈 κ。验证 Poincare不等式：

λslem ≤ 1− 1
κ
.

3. 计算图形 G的电导 h。验证 Cheeger的不平等：

1−2h≤ λslem ≤ 1− h2

2
.
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图 7.15: 上限和下限合并在 τ = 513, β = 1。

4. 现在我们知道 π，我们可以设计一个“梦想”矩阵 K∗，它一步收敛。然后对于 K∗，λslem = 0。重

新运行上面的代码来计算 K∗的电导 h。验证 Cheeger的不平等。

问题 2. 在卡片的洗牌中，我们提到了两个界限：7和 11作为预期的洗牌次数，使 52卡随机。在证明边

界之前，通过经验绘制收敛曲线通常是个好主意。

假设我们将 52张卡片标记为 1,2，...，52并以甲板（或状态）X0 开始，从 1到 52排序。然后我们

迭代地模拟以下的 riffle shuffling过程从 Xt−1 到 Xt。

模拟 52个独立的伯努利试验，概率 1/2为 0或 1.因此，我们得到二元向量 0,1,1,0 .... 0。假设有 n

个零和 52个 n。我们从牌组 Xt−1 中取出前 n张牌，然后将它们顺序放入零位置，其余 52-n牌顺序放入

一个位置。

现在，让我们检查甲板 Xt 是否随机增加 t。您可以设计自己的方法来测试随机性。如果您没有更好

的想法，则下面是默认方法。我们总是从排序的牌组 X0 开始，并重复洗牌过程 K 次。因此，每次 t 我

们记录 K 甲板的人口：

{X k
t : k = 1,2, ...,K}

对于每个卡位置 i = 1,2...,52，我们计算 K套牌中 i位置的 K卡的直方图（边际分布）。用 Ht,i表示

它并将其标准化为 1。这个直方图有 52个箱子，所以我们可以选择 K = 52×10。然后我们将这个 52-bin

直方图与 TV-norm的均匀分布进行比较，并将它们在 52个位置上进行平均，作为 t 时随机性的度量。

err(t) =
1

52

52

∑
i=1
||Ht,i−uniform||TV.

绘制 err(t)随着时间的推移 t 来验证收敛步骤。根据你的情节，我们真的需要多少次洗牌？

问题 3.在有限状态空间 Ω中，假设在步骤 t 中，马尔可夫链MC在 ν 概率之后具有状态 X。通过应用
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马尔可夫内核 P一次，其在 t +1中的状态是 Y，其遵循概率 µ = ν ·P。我们知道 P观察具有不变概率

π 的详细平衡方程，即
π(x)P(x,y) = π(y)P(y,x), ∀x,y ∈Ω.

证明 Kullback-Leibler散度单调递减，

KL(π||ν)−KL(π||µ) = E[KL(P(Y,X)||Q(Y,X))]≥ 0.

其中 P(Y,X)是条件概率和

Q(Y,X) =
P(X ,Y )ν(X)

µ(Y )

是 P的反向步骤。

（请注意，KL-发散是 KL(p1||p2) = ∑x p1(x) log p1(x)
p2(x)

.

提示：根据两个链计算两个连续状态 (X ,Y )的联合概率：固定链 π(X ,Y )和当前链。然后计算两者

之间的 KL-分歧。）

问题 4.让 K 成为有限空间中的随机矩阵 Ω，让 µ 和 ν 成为 Ω的两个初始概率，表明

||µK−νK||TV ≤C(K)||µ−ν ||TV,

其中C(K)≤ 1是收缩系数，即转换内核中任意两行之间的最大 TV范数，

C(K) = max
x,y
||K(x, ·)−K(y, ·)||TV.

TV范数是 ||µ−ν ||TV = 1
2 ∑x∈Ω |µ(x)−ν(x)|.
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第 7章 数据驱动的马尔可夫链蒙特卡罗

‘‘数据就是新的石油。” - Clive Humby

简言

Zhuowen Tu

"数据驱动的马尔可夫链蒙特卡罗（DDMCMC）提供了一种原则性方法，可以使用

来自边缘检测和聚类等过程的低级信息，通过在解空间中进行已知跳跃来指导MCMC

搜索，在后验概率模式的收敛中实现显着的加速。从边缘检测和强度聚类获得的数据

驱动信息表示为加权样本 (粒子)，并使用Metropolis-Hastings方法用作MCMC跳跃的

重要性提议概率。

在图像分割应用程序中，这些数据驱动的跳跃用于拆分合并操作，与区域增长，

蛇/气球和区域竞争等类似扩散的操作一起，实现对解空间的有效遍历探索。"

8.1 分割问题和 DDMCMC简介

由于两大挑战的持续存在，图像分割是计算机视觉领域的一个长期问题。

Song-Chun
Zhu

第一个挑战是与一般图像中出现的大量视觉模式建模相关的基本复杂性。图像分

割的目的是将图像解析为其组成部分。它们由各种随机过程组成，例如归属点，线，曲

线，纹理，光照变化和可变形对象。因此，分割算法必须包含许多图像模型族，并且其

性能受所选模型的精确度限制。

第二个挑战是图像感知的内在模糊性，特别是当没有特定的任务来引导注意力时。

真实世界的图像基本上是模棱两可的，我们对图像的感知会随着时间而变化。此外，图

像通常以多种尺度展示细节。因此，观看图像越多，人们看到的就越多。因此，认为分

割算法仅输出一个结果一定是错误的。图像分割应被视为计算过程而非视觉任务。它应该动态且无限

地输出多个不同的解，以便这些解最好地保持内在模糊性。

在上述两个观察的启发下，一种称为数据驱动的马尔可夫链蒙特卡罗（DDMCMC）的随机计算范

式，被创建用于图像分割。该算法分五步进行。
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1. 在贝叶斯/MDL框架 [31, 33, 68]中提出这个问题，用七个图像模型族竞争解释图像中的各种视觉

形态，例如平坦区域、杂波区域、纹理、光滑阴影等。

2. 把解空间分解成许多不同维度的子空间的联合, 每个子空间都是图像分割和图像模型的多个子空

间的乘积 (空间结构见图 8.10)。贝叶斯后验概率分布在这样的非均匀结构空间上。

3. 设计遍历马尔可夫链，探索解空间，并对后验概率进行采样。马尔可夫链由跳跃和扩散两类动力

学组成。跳跃动力学模拟了可重复的拆分和合并以及模型切换。扩散动力学模拟了边界变形、区

域增长、区域竞争 [68]和模型适应。分裂和合并过程是可重复的，因此遍历性和可逆性使算法能

够独立于初始分割条件获得几乎全局最优解。

4. 利用数据驱动技术来指导马尔可夫链搜索，以便与其他 MCMC算法 [24, 26, 27]相比能够获得极

大加速。在文献中，有各种提高马尔可夫链速度的技术，如多分辨率方法 [7, 63]、因果马尔科夫

模型 [7, 46]和聚类 [3, 21, 53, 63]。在 DDMCMC范式中，使用了边缘检测 [10]和跟踪以及数据聚

类 [12, 13]等数据驱动方法。这些算法的结果表示为加权样本 (或粒子)，在不同的子空间中编码非

参数概率。这些概率分别近似于贝叶斯后验概率的边际概率，并用于设计驱动马尔科夫链的重要

性提议概率。

5. 实现数学原理和 K-adventurers算法，用于从马尔可夫链序列中和多尺度细节上选择和修剪一组重

要且不同的解。该组解编码贝叶斯后验概率的近似值。计算多个解以使 Kullback-Leibler从近似后

验到真正后验的发散最小化，并且它们保留图像分割中的模糊性。

总之，DDMCMC范式是关于有效地创建粒子 (通过自下而上的聚类/边缘检测)、组成粒子 (通过重要性

建议)、和修剪粒子 (通过 K-adventurers算法)，这些粒子表示了解空间中不同粒度级别的假设。从概念

上讲，DDMCMC范式也揭示了一些著名分割算法的作用。分割合并、区域增长、蛇 [51]和气球/气泡

[51]、区域竞争 [68]、变分方法 [31]等算法, PDEs[48]可以被看作是经过微小修改的各种 MCMC跳跃

扩散动力学。边缘检测 [10]和聚类 [13, 18]等其他算法计算重要性提议概率。

8.2 DDMCMC简介

我们可能用最简单的例子 –“Ψ-世界”来说明 DDMCMC的概念。“Ψ-世界”仅由四种类型的对象

组成: 背景像素、线段、弧线和希腊符号 Ψ，分别用 BLCP标记。在点阵 Λ上观察到的图像 I是通过在
背景上用加性高斯噪声叠加 n个对象产生的。并且服从泊松分布，物体的大小和位置服从一些均匀分

布。图 8.1显示了指定分布下的两个典型图像。

用向量来描述 Ψ-世界,

W = (n,{(ℓi,θi); i = 0,1, ...,n, α).

n ∈ {0,1,2, .., |Λ|}是该对象以外的对象数量，|Λ|是图像中的像素数量。ℓi ∈ {B,L,C,P}是标签，θi是描

述第 i个对象的矢量值参数。我们只有一个背景对象 ℓ0 = B。

参数定义如下。

1. B类型: θ0 类型 B：对于像素的灰度级，0仅为 0。

2. L类型: θi 包括 (ρi,τi,si,ei,µi)。(ρi,τi)描绘一条直线，si,ei 是起点和终点。µi 是线的强度等级。
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图 8.1: 随机生成的对象数量不同的图像示例。Zhu，Zhang和 Tu提供 [69].

3. C类型: θi 包括 (xi,yi,ri,si,ei,µi)，表示弧对象的中心，半径，起点，终点，终点和强度等级。

4. P 类型: θi 包括 (xi,yi,ri,τi,µi)，表示半圆的中心和半径以及线段的角度和强度等级。根据定义，

Ψ中的弧必须是半圆。

W 中另一个重要变量是遮挡的 α 图。

α : Λ→{0,1,2, ...,n}, α ∈Ωα .

对于像素 (x,y) ∈ Λ，α(x,y)索引最顶部的对象，该对象是该像素处唯一的可见对象。

我们用 ϖg = [0,255]表示图像强度等级的空间，Ψ世界的解空间是，

Ω = Ωα ×ϖg×∪|Λ|n=0Ωn
o,

其中 Ωn
o 是具有 n个对象（不包括背景）的子空间。

Ωn
o = ∪k+l+m=nΩk,l,m, k, l,m≥ 0,

其中 Ωk,l,m 分别是正好具有 k行，l 个弧和 mΨ对象的子空间。

Ωk,l,m = ΩL×·· ·×ΩL︸ ︷︷ ︸
k

×ΩC×·· ·×ΩC︸ ︷︷ ︸
l

×ΩΨ×·· ·×ΩΨ︸ ︷︷ ︸
m

.

我们将 ΩL，ΩC 和 ΩΨ 称为对象空间。

这些对象空间进一步分解为五个原子空间，用小写的希腊符号表示。

1. ϖg: 像素强度空间 µ .

2. ϖc: 圆变量空间 x,y,r.

3. ϖl: 线变量空间 ρ,τ .

4. ϖe: 起点和终点空间 s,e.

5. ϖτ : Ψ的方向空间。

因此，对象空间是原子空间的产物。

Ωl = ϖl×ϖe×ϖg, Ωc = ϖc×ϖe×ϖg, ΩΨ = ϖc×ϖτ ×ϖg.
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图 8.2: Ψ世界的解空间 Ω。Zhu, Zhang and Tu提供 [69]。

图 8.2说明了解空间 Ω的结构。三角形，正方形和六边形分别代表三个对象空间 ΩL，ΩC 和 ΩΨ。各

种阴影和尺寸的小圆圈代表五个原子空间。箭头表示下一节中讨论的子空间之间的可逆跳跃。

Ψ世界中的对象识别被认为是贝叶斯推理问题，

W ∼ p(W |I) ∝ p(I|W )p(W ), W ∈Ω.

p(W )是对象数量 n上的泊松分布和对象参数 θi, i = 1, ...,n. Each W 上的一些均匀密度的乘积。具有所

有参数 θi 和 α 图的每个W 确定地指定清晰图像 Io，并且 p(I|W ) = p(I|Io)仅仅是独立同分布高斯噪声

的乘积。由于篇幅限制，我们选择不去详细地定义概率。

注意p(W |I)的概率质量分布在不同维度的多个子空间中，在下一节中，我们模拟了随机马尔可夫
链动力学，它可以在这样的非均匀结构空间中传播并实现两个一般目标。

1. 计算 Ω中的全局最优W ∗。

2. 为了鲁棒性，计算 M个不同的解 (或解释)S = {W1,W2, ...,WM}。

8.2.1 设计MCMC--基本问题

我们分两步设计MCMC。

首先，为了遍历和非周期，我们选择五种类型的MCMC动力学。

类型 I:扩散过程。该过程改变参数 θi，例如，移动和延长线段等等。

类型 II:死亡过程。此过程消除现有对象，并跳转到较低维度的子空间。

类型 III:出生过程。此过程添加一个新对象，并跳转到更高维度的子空间。

类型 IV:组合过程。此过程将两个现有对象组合为一个新对象，并跳转到另一个子空间。例如，将

两条短线组成一条长线，或将一条线与一个圆组合成一个 Ψ。
类型 V:分解过程。此过程将现有对象分解为两个。

例如，在图 8.2中，从 Ω3,4,2 到 Ω2,3,3 的移动将一个线对象和一个圆对象组合成一个 Ψ对象。
通过投掷骰子决定，随机顺序应用五种类型的动力学。很容易证明马尔可夫链具有五种类型的运动

是可逆的，可遍历的，和非周期性。

其次，我们讨论如何平衡马尔可夫链动力学。扩散过程可以通过随机 Langevin方程来实现，该方
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程是相对于 θi 加上布朗运动，使得 p(W |I)最大化的陡峭上升动力学。它也可以通过连续的 Gibbs采样

器实现。

由于篇幅限制，我们只讨论 II型和 III型之间的平衡。IV型和 V型的动力学可以以类似的方式完

成。假设在某个时间步长 t 时，我们提议消除由 θi = (xi,yi,ri,si,ei,µi)指定的现有弧对象：

W = (n,θi,w)−→ (n−1,w) =W ′.

w 表示在此移动期间保持不变的对象。为了实现死亡动作，我们必须计算同一个对象立即出生的可能

性 -这是出生过程的逆向移动。请注意，这是一对在不同维度的两个子空间之间跳转的移动。我们使用

Metropolis-Hastings方法。设 G(W → dW ′)和 G(W ′→ dW )分别为两次移动的提议概率，然后以概率接

受死亡移，

A(W → dW ′) = min(1,
G(W ′→ dW )p(W ′|I)dW ′

G(W → dW ′)p(W |I)dW
). (8.1)

转换概率 P(W → dW ′) = G(W → dW ′)A(W → dW ′) for W 6=W ′. 后验概率的比率通常是支配后验影响的

主要因素，以平衡提议概率的可能偏差。

死亡提议概率为

G(W → dW ′) = q(II)qo(i)dw. (8.2)

q(II) ∈ (0,1)是在时间 t使用 II型动力学的概率，qo(i)是选择圆对象 θi 的概率。出生提议为

G(W ′→ dW ) = q(III)q(θi)dθidw. (8.3)

首先选择概率为 q(III)的 III型，然后以概率 q(θi)dθi 选择一个新的圆对象 θi。

由于 dW = dθidw，dW ′ = dw，因此等式 (8.1)中分子和分母的维数是匹配的。设计 q(II)和 q(III)

很容易，并且通常对速度并不重要。例如，可以在开始时更频繁地使用类型 II。这里的关键问题是计算

q(θi)！

在统计文献中，跳跃动力学首先在 [26, 27]中进行了研究，其中新维度中的变量由先验模型提出。

在我们的例子中，选择 q(θi)为盲目搜索的均匀分布。显然，这些提议最有可能被拒绝。这是MCMC效

率低下的主要原因！直观地，q(θi)s应该能够预测新对象可能在对象空间中的位置。这是数据驱动（自

下而上）技术的用武之地。

8.2.2 计算原子空间中的提议概率--原子粒子

图 8.3显示了 Ψ世界中对象的层次结构。终端（圆圈）节点表示特征元素：条形，终点和交叉，箭
头表示构图关系。我们使用三种类型的特征检测器：3个交叉检测器，6个条形检测器和 12个不同方向

的终点检测器。

使用条形检测图，我们计算线条和圆形的霍夫变换。使用均值偏移算法 [13]计算局部最大值。我

们用 (ρ (i)
l ,τ (i)

l ), i = 1,2, ...,nl 表示这些局部最大值。
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图 8.3: Ψ世界中的层次结构。Zhu，Zhang和 Tu提供 [69].

因此，我们计算原子空间 ϖl 上的经验密度，表示为一组加权样本。

ql(ρ,τ) =
nl

∑
i=1

w(i)
l δ (ρ−ρ (i)

l ,τ− τ (i)
l ),

nl

∑
i=1

w(i)
l = 1.

δ (ρ−ρ (i)
l ,τ−τ (i)

l )a是以 (ρ (i)
l ,τ (i)

l )为中心的窗函数。我们将 ql(ρ,τ)称为原子空间 ϖl 中的重要性提议概

率，将 {(ρ (i)
l ,τ (i)

l ), i = 1,2, ...,nl}称为原子粒子。

图 8.4: 293加权样本 (x,y,r)用于原子空间 ϖc 中的圆粒子。Zhu, Zhang和 Tu提供 [69]。

类似地，图 8.4显示了空间 ϖc中的原子粒子。它们是圆的霍夫变换结果的局部最大值。球体的大小

代表权重 w(i)
c 。

所以我们在 ϖc 上有一个原子提议概率，

qc(x,y,r) =
nc

∑
i=1

w(i)
c δ (x− x(i)c ,y− y(i)c ,r− r(i)c ),

nc

∑
i=1

w(i)
l = 1.

以类似的方式，可以计算其他原子空间中的提议概率。1）在 ϖg 中，我们计算强度直方图 qg(µ)。
2）在 ϖe 中，我们计算了终点图。3）在 ϖτ 中，我们可以简单地将 ql()投影到 τ 轴上。对于鲁棒性和
可逆性，原子空间中的原子提议概率是连续且非零的。
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8.2.3 计算对象空间中的提议概率--对象粒子

因为对象空间是原子空间的乘积，所以三个对象空间 ΩlΩc 和 ΩΨ 中的提议概率可以通过五个原子

空间中的概率来计算。我们讨论三种方法。

方法 I:条件绑定。通过顺序使用原子特征来组成对象粒子。例如，对于线对象 θ = (ρ,τ,s,e,µ)，我
们计算

q(θ) = ql(ρ,τ)qe(s|ρ,τ)qe(e|ρ,τ,s)qg(µ|ρ,τ,s,e). (8.4)

从 q(θ)采样一组线段 θ (i)
l = (ρ (i)

l ,τ (i)
l ,s( j)

l ,e(k)l ),

{θ (i)
l : i = 1,2, ...,nL}.

称它们为 Ωl 中的对象粒子。以类似的方式，我们可以在 Ωc 中生成对象粒子。

这些对象粒子在思想上与工程方法中的假设相似。但是，有一个至关重要的区别。每个对象粒子代

表对象空间中的窗口域而不仅仅是一个点。对象粒子的窗口的并集覆盖整个对象空间。为了使马尔可

夫链可逆，每次我们通过抽样提议概率提出一个新的对象，而不仅仅是从粒子集中选择。

对象粒子也应该通过递归组合对象粒子来生成，如图 8.3中的箭头所示。

方法 II:离线组合。如果后者是相容的，则可以通过合并两个其他粒子来组成一个粒子。该组合离

线发生，即在我们开始运行MCMC之前。但由于可能的组合数量呈指数级，这会非常昂贵。

方法 III:在线组合。当两个兼容对象在当前W 中出现（或“活着”）时，这与方法 II的不同之处在

于MCMC计算期间的绑定对象。

原子粒子在自下而上的过程中计算一次，而对象粒子在 MCMC过程中动态组合。图 8.5显示了三

行对象粒子。一个用于出生候选者，一个用于死亡候选者和分解候选者，一个用于在W 中存活的兼容

组合对。我们还必须通过 α 图捕获的遮挡效应来考虑对象之间的相互作用。例如，假设当前图像中的
长线段被两个短线对象 θ (i)

l 和 θ ( j)
l 覆盖。然后，由于遮挡效应，在拟合图像时添加长线对象 θ (k)

l 将获得

非常小的增益。因此，必须在线更新这些对象颗粒的权重。

图 8.5: 对象粒子分为三行，驱动MCMC动态学。黑暗的粒子还存在。Zhu，Zhang和 Tu提供 [69]。
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8.2.4 计算多个不同的解--场景粒子

为了构建用于对象识别的强大视觉系统，传统的MAP（最大后验）估计器

W ∗ = argmax
W∈Ω

p(W |I)

是不够的. 相反，我们应该采样 p(W |I)并计算一组具有代表性的解。然而，当 Ω复杂且高维时，简单
地采样 p(W |I)仅产生全部来自单一模式并且彼此具有微小差异的解。因此，必须导出数学标准以保留
重要的，独特的局部模式。

设 S= {W1,W2, ...,WM}为权重是ωi ∝ p(W |I),∀i的M个解。M个加权样本以非参数形式编码 p(W |I)。

p̂(W |I) =
M

∑
i=1

ωiG(W −Wi),
M

∑
i=1

ωi = 1.

通过一些高斯窗函数 G.在本节中，我们使用以下标准来扩展传统的MAP，

S∗ = {W1,W2, ...,WM}= arg min
|S|=M

D(p||p̂). (8.5)

我们把 {W1,W2, ...,WM}称为场景粒子. 选择它们以最小化 Kullback-Leibler散度 D(p||p̂)，使得 p̂“最佳”

保留 p--在复杂度 M的约束下的真实后验分布。

实际上，p表示为在MCMC过程中记录的大量 N >> M个粒子的高斯模型如 p̂的混合。因此，我

们在MCMC计算期间选择 M个不同的解，以使 D(p||p̂)最小化。
通过 D(p||p̂)的数学推导，我们得出三个引导场景粒子选择的较好原则。
1. 其中一个粒子必须是全局最优W ∗。缺少W ∗会导致 D(p||p̂)大幅增加。
2. 场景粒子应该最小化能量的总和（或最大化概率的乘积）。

3. 场景粒子还应最大化彼此的距离之和。

最后两个是冲突的，因此粒子必须“占据”解空间 Ω中的不同模式。

图 8.6: Solution W visited by MCMC at three time steps. Courtesy of Zhu, Zhang and Tu [69].

8.2.5 Ψ世界实验

我们使用随机生成的图像集合进行实验，其中两个如图 8.1所示。图 8.6显示了在第 t 步，由W 决

定的 Io 的MCMC算法中的步骤。
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我们主要关注，通过比较四个马尔可夫链来研究MCMC效率如何提高。

MCMC I：马尔可夫链使用统一的提议概率，如文献 [26, 27]。

MCMC II：马尔可夫链使用原子提议概率与霍夫变换而没有终点检测。

MCMC III：马尔可夫链使用霍夫变换和终点检测，并从粒子集中随机采样新对象。

MCMC IV：马尔可夫链使用霍夫变换和终点检测。但它与 MCMC III的不同之处在于它可以在线

评估对象粒子的权重。

图 8.7: 解W的能量与MCMC迭代的关系。Zhu，Zhang和 Tu提供 [69]。

图 8.7绘制了步骤 t 中MCMC状态的能级，即 − log p(W |I)。对于 8张图像中的每一个，四个马尔

可夫链中的每一个运行 10次，因此能量曲线平均超过 80次运行。虚线，点划线，虚线和实线曲线分别

用于 MCMC I，II，III和 IV。底部的水平线是真实W ∗s的平均能量。很明显，使用更多的数据驱动方

法，马尔可夫链可以更快的速度接近解。MCMC IV在 200步时达到具有 2.3%相对误差的解。该误差

主要是通过扩散进行微调的问题。相比之下，MCMC III需要大约 5,000步。MCMC I在经过数百万步

之后也不会下降。我们还通过测量所获得的解 S以 Ω分布的宽度来比较“混合”速率。

8.3 问题公式化和图像模型

在本节中，问题是在贝叶斯框架中制定的，并讨论了先验和可能性模型。

8.3.1 用于分割的贝叶斯公式

设 Λ = {(i, j) : 1≤ i≤ L,1≤ j ≤ H}为一个图像点阵，IΛ 是定义在 Λ上的图像。对于任何点 v ∈ Λ，
Iv ∈ {0, ...,G}是灰度图像的像素强度，或者对于彩色图像，Iv = (Lv,Uv,Vv)。图像分割问题是指将点阵

划分为未知数量 K 个不相交区域。

Λ = ∪K
i=1Ri, Ri∩R j = /0, ∀i 6= j. (8.6)
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不需要连接每个区域 R ⊂ Λ。设 Γi = ∂Ri 表示 Ri 的边界。微微有点复杂，文献中可互换地使用两种符

号。一个把区域 R ∈ Λ认为是一个离散的标签图，另一个把区域边界 Γ(s) = ∂R认为是由 s参数化的连

续轮廓。连续表示对于扩散是方便的，而标签映射表示更适合于维持拓扑。水平集方法 [47, 48]在两者

之间提供了良好的折衷。

假设 IR是来自概率模型 p(IR;Θ)的实现，每个图像区域 IR被认为是相干的。Θ代表一个随机过程，
其类型由 ℓ索引。因此，分割由隐变量W 的一个向量表示，其描述了用于生成图像 I的世界状态，由
其下式给出

W = (K,{(Ri, ℓi,Θi); i = 1,2, ...,K}).

在贝叶斯框架中，我们在解空间 Ω上从 I推断W，如下

W ∼ p(W |I) ∝ p(I|W )p(W ), W ∈Ω.

正如我们之前提到的，分割中的第一个挑战是获得逼真的图像模型。在下面的小节中，我们将简要讨论

先验和可能性模型。

8.3.2 先验概率

先验概率 p(W )是以下四个概率的乘积。

1. 区域数量 p(K) ∝ e−λ0K 的指数模型。

2. 区域边界 p(Γ) ∝ e−µ
∮

Γ ds 的一般平滑 Gibbs先验。

3. 促使大区域形成 p(A) ∝ e−γA.9 的模型，其中 γ 是控制分割比例的比例因子。
4. 一个图像模型参数 Θ的先验值，它惩罚模型的复杂度 p(Θ|ℓ) ∝ e−ν |Θ|。

总之，我们有以下先验模型

p(W ) ∝ p(K)
K

∏
i=1

p(Ri)p(ℓi)p(Θi|ℓi) ∝ exp{−λ0K−
K

∑
i=1

[µ
∮

∂Ri

ds+ γ|Ri|c +ν |Θi|]}. (8.7)

8.3.3 灰度图像的可能性

假设不同区域中的视觉模式是由 (Θi, ℓi), i = 1,2, ...,K 指定的独立随机过程。因此可能性是，1

p(I|W ) =
K

∏
i=1

p(IRi ;Θi, ℓi).

模型的选择需要平衡模型的充分性和计算效率。在实际图像中最常出现四种类型的区域。图 8.8显示了

以下各项的示例：a）没有明显图像结构的平坦区域，b）杂乱区域，c）具有均匀纹理的区域，以及 d）

具有全局平滑阴影变化的不均匀区域。

我们对四种类型的区域采用以下四个模型族。该算法可以通过马尔可夫链跳转，在它们之间切换。

四个族由 ℓ ∈ {g1,g2,g3,g4}索引，并分别由 ϖg1，ϖg2，ϖg3，和 ϖg4 表示。设 G(0;σ 2)为以 0为中心的高

斯密度，方差为 σ 2。

1符号有点微微复杂，Θℓ可以被视为W 中的参数或隐变量。为简单起见，我们在两种情况下都使用 p(I;Θ, ℓ)。
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(a)均匀 (b)杂波 (c)纹理 (d)阴影

图 8.8: 在实际图像中，窗口中的四种区域是典型的. Tu和 Zhu提供 [58].

1. 高斯模型 ℓ= g1: ϖg1 . 这假设区域 R中的像素强度受独立同分布（iid）的高斯分布，

p(IR;Θ,g1) = ∏
v∈R

G(Iv−µ;σ 2), Θ = (µ,σ) ∈ ϖg1 . (8.8)

2.直方图模型 ℓ= g2: ϖg2 .这是非参数强度直方图 h()。实际上，h()被离散化为由向量 (h0,h1, ...,hG).

n j 表示的阶梯函数。n j 是强度等级为 j的 R中的像素数量。

p(IR;Θ,g2) = ∏
v∈R

h(Iv) =
G

∏
j=0

hn j
j , Θ = (h0,h1, ...,hG) ∈ ϖg2 . (8.9)

3. 伪模型 ℓ = g3: ϖg3 . 这是纹理 FRAME 模型 [67]，其中像素交互由一组 Gabor 滤波器捕获。

为了便于计算，我们选择一组 8 个滤波器，并以伪似然形式 [66] 表示该模型。该模型由长矢量 Θ =

(β1,β2, ...,βm) ∈ϖg3 指定，其中 m是 8个 Gabor滤波图像直方图中的区间总数。令 ∂v表示 v ∈ R的马尔

可夫邻域，h(Iv|I∂v)表示像素 v附近，滤波器响应的 8个局部直方图的矢量。每个滤波器直方图都会对

滤波器窗口覆盖 v的滤波器响应进行计数。因此我们有

p(IR;Θ,g3) = ∏
v∈R

p(Iv|I∂v;Θ) = ∏
v∈R

1
Zv

exp{−< Θ,h(Iv|I∂v)>}, (8.10)

可以精确地计算归一化常数，并且可以很容易地从图像中估计 Θ。我们参考 [66]讨论该模型的计算及

其变化，例如小块可能性。

4. 表面模型 g4: ϖg4 . 前三个模型是同质的，在表征具有阴影效应的区域时失败，例如天空，湖泊，

墙壁，透视纹理等。在文献中，这样的平滑区域通常由低阶马尔可夫随机场建模，其也不会再次对空

间上的非均匀图案建模，并经常导致过度分割。可以替代地在 Λ上采用具有十六个等间隔控制点的 2D

贝兹曲线模型（即，我们解决这个了问题）。这是一种生成模型。设 B（x，y）为贝塞尔曲面，对任意

v = (x,y) ∈ Λ,

B(x,y) =UT
(x)×M×U(y), (8.11)

其中U(x) = ((1− x)3,3x(1− x)2,3x2(1− x),x3))T，M = (m11,m12,m13,m14; ...;m41, ...,m44). 因此，区域 R的

图像模型是，

p(IR;Θ,g4) = ∏
v∈R

G(Iv−Bv;σ 2), Θ = (M,σ) ∈ ϖg4 . (8.12)

这四种模型相互竞争解释灰度强度区域。无论哪个更适合该地区，都有更高的可能性。灰度模型空
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间由 ϖg
Θ 表示，并由下式给出

Θ ∈ ϖg
Θ = ϖg1 ∪ϖg2 ∪ϖg3 ∪ϖg4 .

8.3.4 模型校准

observed ϖg1 ϖg2 ϖg3 ϖg4

Iobs
1 Isyn

11 , L11 = 1.957 Isyn
12 , L12 = 1.929 Isyn

13 , L13 = 1.680 Isyn
14 , L14 = 1.765

Iobs
2 Isyn

21 , L21 = 3.503 Isyn
22 , L22 = 3.094 Isyn

23 , L23 = 2.749 Isyn
24 , L24 = 3.422

Iobs
3 Isyn

31 , L31 = 3.852 Isyn
32 , L32 = 3.627 Isyn

33 , L33 = 2.514 Isyn
34 , L34 = 3.658

Iobs
4 Isyn

41 , L41 = 3.121 Isyn
42 , L42 = 3.050 Isyn

43 , L43 = 1.259 Isyn
44 , L44 = 0.944

图 8.9:四类模型的比较研究。第一列包含从图 8.8中所示的四个实际图像中裁剪的原始图像区域。第 2-5
列是在 MLE拟合之后分别从四个族采样的合成图像 Isyn

i j ∼ p(IR;Θ∗i j)。每个合成图像下方的数字表示使

用每个模型族的每个像素编码位。Tu和 Zhu提供 [58]。
四个图像模型应该被校准，主要有两个原因。首先，为了计算效率，优先选取具有较少参数的简单

模型。然而，实际上惩罚参数的数量是不够的。当一个区域大小超过 ∼ 100像素时，数据项已满足了之

前要求并且需要更复杂的模型。其次，族 ϖg3 中的伪似然模型不是真实可能性，因为它们依赖于相当大

的邻域，因此不能与其他三种类型的模型直接比较。

为了校准似然概率，可以使用实证研究。我们从自然图像中收集了一组典型区域，并手动将它们分

为四类。例如，图 8.9显示了第一列中的四个典型图像，这些图像是从图 8.8中的图像裁剪出来的。四个

图像由点阵 Λo上的 Iobs
i , i = 1,2,3,4表示。对于每个图像 Iobs

i ，我们根据族 ϖg j 内的最佳模型计算其每个

像素编码长度（减去对数似然），该最佳模型通过下式给出的 j = 1,2,3,4的极大似然估计来计算。

Li j = min
ϖg j3Θ

− log p(Iobs
i ;Θ,g j)

|Λo|
, for 1≤ i, j ≤ 4. (8.13)

如果 Θ∗i j ∈ ϖg j 是每个族中的最佳拟合，那么我们可以从每个拟合模型中绘制一个典型样本（合成），

Isyn
i j ∼ p(I;Θ∗i j,g j), for 1≤ i, j ≤ 4.

Iobs
i ，Isyn

i j ，和 Li j 如图 8.9所示，1≤ i j ≤ 4。

图 8.9中的结果表明，样条模型具有最短的着色区域编码长度，而纹理模型最适合其他三个区域。
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我们可以通过每个像素 v的常数因子 e−c j 来修正这些模型，

p̂(Iv;Θ,g j) = p(Iv;Θ,g j)e−c j , for j = 1,2,3,4.

选择 c j 使得当 i = j时修正编码长度 L̂i j 达到最小值。有效地，均匀区域，杂波区域，纹理区域和阴影

区域最好分别通过 ϖ1，ϖ2，ϖ3，和 ϖ4 中的模型拟合。

8.3.5 彩色图像模型

实际上，我们同时处理灰度和彩色图像。对于彩色图像，我们采用 (L∗,u∗,v∗) 颜色空间和由 ℓ ∈
{c1,c2,c3}索引的三个模型族。设 G(0;Σ)表示 3D高斯密度。

1. 高斯模型 c1: ϖc1 . 这是一个独立同分布。(L∗,u∗,v∗)空间中的高斯模型.

p(IR;Θ,c1) = ∏
v∈R

G(Iv−µ;Σ), Θ = (µ,Σ) ∈ ϖc1 . (8.14)

2. 混合模型 c2: ϖc2 . 这是两个高斯的混合，用于建模纹理颜色区域，

p(IR;Θ,c2) = ∏
v∈R

[α1G(Iv−µ1;Σ1)+α2G(Iv−µ2;Σ2)].

因此 Θ = (α1,µ1,Σ1,α2,µ2,Σ2) ∈ ϖc2 是参数。

3. 贝塞尔模型 c3: ϖc3 . 我们分别使用三个贝塞尔样条曲面（见公式 (8.11)）来表示 L∗，u∗和 v∗，以

表征颜色逐渐变化的区域，如天空，墙壁等。设 B(x,y)为任何 v = (x,y) ∈ Λ的 (L∗,u∗,v∗)空间中的颜色

值，

B(x,y) = (UT
(x)×ML×U(y),UT

(x)×Mu×U(y),UT
(x)×Mv×U(y))

T .

因此模型为

p(IR;Θ,c3) = ∏
v∈R

G(Iv−Bv;Σ),

其中 Θ = (ML,Mu,Mv,Σ)是参数.

这三种模型竞争解释颜色区域。无论哪个更适合该地区，都有更高的可能性。我们用 ϖ c
Θ表示颜色模型

空间，使得

ϖ c
Θ = ϖc1 ∪ϖc2 ∪ϖc3 .

8.4 解空间分析

在我们了解算法的细节之前，我们需要研究解空间 Ω的结构，其中后验概率 p(W |I)是分布的。我
们从点阵 Λ的所有可能分区的分区空间开始。当点阵 Λ被分割成 k 个不相交的区域时，我们称之为 k

分区，用 πk 表示，

πk = (R1,R2, ...,Rk), ∪k
i=1Ri = Λ, Ri∩R j = /0, ∀i 6= j. (8.15)
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如果连接每个区域中的所有像素，则 πk 是连通分量分区 [63]。由 ϖπk 表示的所有 k分区的集合，是所

有可能的 k种着色集合的商空间除以下式给出的标签的置换组 PG。

ϖπk = {(R1,R2, ...,Rk) = πk; |Ri|> 0, ∀i = 1,2, ...,k}/PG. (8.16)

因此，我们具有一般分区空间 ϖπ，区域数量 1≤ k ≤ |Λ|，

ϖπ = ∪|Λ|k=1ϖπk .

W 的解空间是子空间 Ωk 的并集，每个 Ωk 是图像模型的一个 k分区空间 ϖπk 和 k空间的乘积

Ω = ∪|Λ|k=1Ωk = ∪|Λ|k=1[ ϖπk ×ϖΘ×·· ·×ϖΘ︸ ︷︷ ︸
k

], (8.17)

其中对于灰度图像，ϖΘ = ∪4
i=1ϖgi ，对于彩色图像，ϖΘ = ∪3

i=1ϖci。

图 8.10: 解空间分析。箭头代表马尔可夫链跳跃。两个子空间 Ω8和 Ω9之间的可逆跳跃实现了区域的分
裂和合并。Tu和 Zhu提供 [58].

图 8.10说明了解空间的结构。四个图像族 ϖℓ, ℓ = g1,g2,g3,g4 分别由三角形，正方形，菱形和圆形

表示。ϖΘ = ϖg
Θ 由包含四种形状的六边形表示。分区空间 ϖπk 由矩形表示。每个子空间 Ωk 由矩形和 k

个六边形组成，并且每个点W ∈Ωk 表示 k分区加上 k个区域的 k个图像模型。我们称 Ωk 为场景空间。

ϖπk 和 ϖℓ, ℓ = g1,g2,g3,g4（或 ℓ = c1,c2,c3）是构造 Ω的基本分量，因此被称为原子空间。有时我们将
ϖπϖπ 称为分区空间，将 ϖℓ, ℓ= g1,g2,g3,g4,c1,c2,c3 称为线索空间。

8.5 利用遍历马尔可夫链探索解空间

图 8.10中的解空间是视觉问题中典型的。后验概率 p(W |I)不仅具有大量的局部最大值，而且分布
在不同维度的子空间上。为了在这样的空间中搜索全局最优解，我们采用马尔可夫链蒙特卡罗（MCMC）

技术。
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8.5.1 五类马尔可夫链动力学

我们采用五类马尔可夫链动力学，它们分别随机地用于概率 p(1), ..., p(5)。动力学 1-2是扩散，动

力学 3-5是可逆跳跃。

动力学 1：边界扩散/竞争。为了运算方便，我们转换到区域 Ri, i = 1, ...,K的连续边界表示。这些曲线通

过区域竞争方程 [68]演变为最大化后验概率。设 Γi j 是 Ri,R j, ∀i, j之间的边界，Θi,Θ j 分别是两个区域

的模型。点的运动 Γi j(s) = (x(s),y(s))遵循 log p(W |I)的最陡上升方程加上沿曲线法线方向的布朗运动
dB。通过变分法，得到的方程是 [68]，

dΓi j(s)
dt

= [ fprior(s)+ log
p(I(x(s),y(s));Θi, ℓi)

p(I(x(s),y(s));Θ j, ℓ j)
+
√

2T (t)dB] n⃗(s).

前两个项分别来自先验和似然。布朗运动是正态分布，其大小由温度 T (t)控制，温度 T (t)随时间减小。

布朗运动有助于避免局部缺陷。对数似然比要求图像模型具有可比性。动力学 1实现原子（或分区）空

间 ϖπk 内的扩散（即在图 8.10的矩形内移动）。

动力学 2: 模型自适应. 通过最陡上升简单地拟合一个区域的参数。可以添加布朗运动，但实际上并没

有太大的区别。动力学由下式给出
dΘi

dt
=

∂ log p(IRi ;Θi, ℓi)

∂Θi
.

这实现了原子（或线索）空间 ϖℓ, ℓ ∈ {g1,g2,g3,g4,c1,c2,c3}中的扩散（在图 8.10的三角形，正方形，菱

形或圆形内移动）。

动力学 3-4: 分拆和合并. 假设在某个时间步长，具有模型 Θk 的区域 Rk 被分成具有模型 Θi 和 Θ j 的两

个区域 Ri 和 R j，反之亦然。这实现了两个状态W 到W ′之间的跳跃，如图 8.10中的箭头所示。

W = (K, (Rk, ℓk,Θk), W−)←→ (K +1, (Ri, ℓi,Θi),(R j, ℓ j,Θ j), W−) =W ′,

其中W− 表示在移动过程中未改变的剩余变量。通过Metropolis-Hastings方法 [42]，我们需要两个提议

概率 G(W → dW ′)和 G(W ′→ dW )。G(W → dW ′)是马尔可夫链在状态W处，提议移动到W0的可能性

的条件概率，G(W ′→ dW )是返回的提议概率。然后以概率接受提议分割

α(W → dW ′) = min(1,
G(W ′→ dW )p(W ′|I)dW ′

G(W → dW ′)p(W |I)dW
).

有两种途径计算分拆提议 G(W → dW ′)。在途径 1中，首先选择具有概率 q(3)的分割运动，然后随

机地从总共 K个区域中选择区域 Rk。我们用 q(Rk)表示这个概率。给定 Rk，以概率 q(Γi j|Rk)在 Rk 内选

择候选分裂边界 Γi j。然后，对于两个新区域 Ri和 R j，分别以概率 q(ℓi)和 q(ℓ j)选择两个新的模型类型

ℓi 和 ℓ j。然后用概率 q(Θi|Ri, ℓi)选择 Θi ∈ ϖℓi，以概率 q(Θ j|R j, ℓ j)选择 Θ j。从而，

G(W → dW ′) = q(3)q(Rk)q(Γi j|Rk)q(ℓi)q(Θi|Ri, ℓi)q(ℓ j)q(Θ j|R j, ℓ j)dW ′. (8.18)
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在途径 2中，首先选择两个新的区域模型 Θi 和 Θ j，然后确定边界 Γi j。从而，

G(W → dW ′) = q(3)q(Rk)q(ℓi)q(ℓ j)q(Θi,Θ j|Rk, ℓi, ℓ j)q(Γi j|Rk,Θi,Θ j)dW ′. (8.19)

我们将在后面的小节中讨论，根据区域 Rk，两条途径中的任何一条都比另一条更有效。

同样地，我们有合并提议概率，

G(W ′→ dW ) = q(4)q(Ri,R j)q(ℓk)q(Θk|Rk, ℓk)dW, (8.20)

其中 q(Ri,R j)是随机选择合并两个区域 Ri 和 R j 的概率。

动力学 5: 切换图像模型. 这将区域 Ri 中的四个族（三个用于彩色图像）内的图像模型切换。例如，从

纹理描述到样条曲面我们都有

W = (ℓi,Θi, W−)←→ (ℓ′i,Θ
′
i, W−) =W ′.

提议概率为

G(W → dW ′) = q(5)q(Ri)q(ℓ′i)q(Θ
′
i|Ri, ℓ

′
i)dW ′, (8.21)

G(W ′→ dW ) = q(5)q(Ri)q(ℓi)q(Θi|Ri, ℓi)dW. (8.22)

8.5.2 瓶颈

马尔可夫链的速度关键取决于其在跳跃中提议概率的设计。在我们的实验中，提议概率，如 q(1), ...,q(5)，

q(Rk)，q(Ri,R j)，q(ℓ)很容易指定，不会显著影响收敛。真正的瓶颈是由跳跃动态中的两个提议概率引

起的。

1. 等式（8.18）中的 q(Γ|R)：对于给定区域 R的划分，什么是一个较好的 Γ？q(Γ|R)是原子空间 ϖπ

中的概率。

2. 等式（8.18），（8.20）和（8.22）中的 q(Θ|R, ℓ)：对于给定区域 R和模型族 ℓ ∈ {g1, ...,g4,c1,c2,c3}，
什么是一个较好的 Θ？q(Θ|R, ℓ)是原子空间 ϖℓ中的概率。

值得一提的是，概率 q(Γ|R)和 q(Θ|R, ℓ)都不能被像区域竞争 [68]和其他 [33]中使用的确定性决策

所取代。否则，马尔可夫链将不可逆，因此减少为贪婪算法。另一方面，如果我们选择均匀分布，它相

当于盲搜索，并且马尔可夫链将在每次跳跃之前经历指数级的等待时间。实际上，等待时间的长短与线

索空间的体积成比例。这些概率的设计需要在速度和鲁棒性之间取得平衡（非贪婪）。

虽然很难分析推导出这些复杂算法的收敛速度，但在一个简单的例子中观察以下定理 [41]是显而

易见的。

Theorem 8.1 通过具有提议概率 q(x)的独立Metropolis-Hastings算法，给定要采样的目标密度 p(x)，令

Pn（xo，y）为随机行走最多 n步到达 y点的概率。如果存在 ρ > 0，那么，

q(x)
p(x)

≥ ρ, ∀x,
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那么收敛可以通过 L1 范式距离来测量

||Pn(xo, ·)− p|| ≤ (1−ρ)n.

该定理表明，提议概率 q(x)应非常接近 p(x)以便快速收敛。在本例中，q(Γ|R)和 q(Θ|R, ℓ)应该分别等
于原子空间 ϖπ 和 ϖℓ中后验 p(W |I)的一些边际概率的条件概率。也就是，

q∗Γ(Γi j|Rk) = p(Γi j|I,Rk), q∗Θ(Θ|R, ℓ) = p(Θ|I,R, ℓ), ∀ℓ. (8.23)

不幸的是，q∗Γ 和 q∗Θ 必须整合来自整个图像 I的信息，因此是很难处理的。我们必须寻求近似值，这就
是数据驱动方法的用武之地。

在下节中，我们将讨论每个原子空间 ϖℓ, ℓ∈ {c1,c2,c3,g1,g2,g3,g4}的数据聚类和 ϖπ 中的边缘检测。

聚类和边缘检测的结果表示为非参数概率，分别在这些原子空间中逼近理想边际概率 q∗Γ 和 q∗Θ。

8.6 数据驱动方法

8.6.1 方法 I:原子空间中的聚类

给定点阵 Λ上的一张图像 I（灰色或彩色），我们在每个像素 v ∈ Λ处提取特征向量 F ℓ
v。F ℓ

v 的维度

取决于由 ℓ索引的图像模型。然后我们有一组向量

fℓ = {F ℓ
v : v ∈ Λ}.

实际上，为了便于计算，可以对 v进行二次采样。该组向量通过 EM方法 [17]或均值偏移聚类 [12, 13]

算法到聚簇到 fℓ。EM聚类通过 m个高斯混合来近似 fℓ 中的点密度，并且通过软聚类分配从 m均值

聚类延伸到每个向量 Fv。均值偏移算法假设 fℓ的一个非参数分布并且在其密度中寻找模式（局部最大

值）（在一些高斯窗口平滑之后）。两种算法都返回 m加权簇的列表 Θℓ
1,Θℓ

2, ...,Θℓ
m，权重 ω ℓ

i , i = 1,2, ...,m，

我们用下式表示

Pℓ = { (ω ℓ
i ,Θ

ℓ
i ) : i = 1,2, ...,m. }. (8.24)

对于 ℓ ∈ {c1,c3,g1,g2,g3,g4}，我们将 (ω ℓ
i ,Θℓ

i )称为 ϖℓ 中的加权原子（或线索）粒子。m大小的选择是

保守的，或者它可以在粗到精策略中以极限 m = |fℓ|来计算。更多细节见 [12, 13]。

在聚类算法中，每个特征 F ℓ
v 及其位置 v被分类为一个簇 Θℓ

i，使得

Sℓ
i,v = p(F ℓ

v ;Θℓ
i ), with

m

∑
i=1

Sℓ
i,v = 1, ∀v ∈ Λ, ∀ℓ.

这是一个软分配，可以通过从 Fv 到聚类中心的距离来计算。我们称

Sℓ
i = {Sℓ

i,v : v ∈ Λ}, for i = 1,2, ...,m, ∀ℓ (8.25)

是与线索粒子 Θℓ
i 相关联的显著图。
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Input I Color clusters and their saliency maps Sc1
i , i = 1, ...,6

图 8.11: (L∗,u∗,v∗)空间中 ϖc1 的彩色图像及其簇 (L∗,u∗,v∗)，第二行包含与彩色簇相关联的六个显著图。
Tu和 Zhu提供 [58].

计算 ϖc1 中的线索粒子. 对于彩色图像，我们采用 Fv = (Lv,Uv,Vv) 并应用均值偏移算法 [12,13] 来计算

ϖc1 中的彩色簇。例如，图 8.11显示了立方体空间中的一些颜色簇（球），用于简单的彩色图像。球的

大小代表权重 ωc1
i 。每个簇与显著图 Sc1

i ，i = 1,2, ...,6相关联，其中明亮区域表示较高概率。从左到右，

地图分别是背景，皮肤，衬衫，阴影皮肤，裤子和头发，突出显示的皮肤。

(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h)

图 8.12: （a）-（d）是与 ϖc3 中的四个聚类相关的显著图。（e）-（h）是四个聚类的颜色样条曲面。Tu
和 Zhu提供 [58].

计算 ϖc3 中的线索粒子。每个点 v将其颜色 Iv = (Lv,Uv,Vv)作为“表面高度”，并且我们应用 EM聚类来

找到样条曲面模型。图 8.12显示了女性图像的聚类结果。图 8.12（a-d）是显著图 Sc3
i ，i = 1,2,3,4。图 8.12

（e-h）是依据拟合样条曲面的四个重建图像，其反映了一些全局照明变化。

计算 ϖg1 中的线索粒子。在该模型中，特征空间 Fv = Iv 仅是强度，fg1 是图像强度直方图。我们简单地

应用均值偏移算法来获得直方图模型（峰值），并且每个峰值的宽度决定其方差。

图 8.13显示了图 8.21（a）中所示的斑马图像的六个显著图 Sg1
i , i = 1,2, ...,6。在左侧的聚类图中，每

个像素都分配给其最可能的粒子。

计算 ϖg2 中的线索粒子。对于 ϖg2 中的聚类，在每个子采样像素 v ∈ Λ处，我们计算 Fv，作为在以 v为

中心的局部窗口上累积的局部强度直方图 Fv = (hv0, ...,hvG)。然后应用 EM聚类计算线索粒子。每个粒

子 Θg2
i , i = 1, ...,m是直方图。该模型用于杂波区域。
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图 8.13: ϖg1 的聚类图（左）和斑马图像的六个显著图 Sg1
i , i = 1, ...,6。Tu和 Zhu提供 [58].

图 8.14显示了同一斑马图像上的聚类结果。

图 8.14: ϖg2 的聚类图（左）和斑马图像的六个显著图 Sg2
i , i = 1..6。Tu和 Zhu提供 [58]。

计算 ϖg3 中的线索粒子。在每个子采样像素 v ∈ Λ处，我们在 12×12像素的局部窗口上计算一组 8个

局部直方图，用于 8个滤波器。为计算方便，我们选择 8个滤波器：一个 δ 滤波器，两个梯度滤波器，
一个拉普拉斯高斯滤波器和四个 Gabor滤波器。每个直方图有 9个箱。那么 Fg3

v = (hv,1,1, ...,hv,8,9)就是

这个特征。应用 EM聚类来找到 m个平均直方图 h̄i, i = 1,2, ...,m。我们可以从 h̄i，i = 1,2, ...,m计算纹

理模型 Θg3
i 的线索粒子。[66]详细说明了这种变换。

图 8.15: 纹理聚类。聚类图（左）和四个粒子的四个显著图 Θg3
i , i = 1,2, ...,4。Tu和 Zhu提供 [58].

图 8.15显示斑马图像上的纹理聚类结果，左侧是一个聚类图，四个粒子的四个显著图 Θg3
i , i = 1,2, ...,4。

计算 ϖg4 中的线索粒子。每个点 v将其强度 Iv = Fv 作为“表面高度”，并且我们应用 EM聚类来找到样

条曲面模型。图 8.16显示了具有四个表面的斑马图像的聚类结果。第二行显示了恢复一些全局照明变

化的四个表面。与将斑马条纹捕捉为整个区域的纹理聚类结果不同，表面模型将黑色和白色条纹分离

为两个区域--另一种有效感知。有趣的是，斑马皮肤中的黑色和白色条纹都有阴影变化，这些变化由样

条模型拟合。
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聚类图 四个显著图和表面

图 8.16: 贝塞尔曲面模型下斑马图像的聚类结果。左图是聚类图。右侧的第一行图像是显著图。第二行
显示使用表面高度作为强度的拟合表面。Tu和 Zhu提供 [58].

8.6.2 方法二：边缘检测

我们使用 Canny边缘检测器 [10]和颜色边缘 [34]中的方法检测强度边缘。然后跟踪边缘以形成图

像晶格的分区。我们根据边缘强度选择三个尺度的边缘，从而以三个从粗到细的尺度计算分割图。我们

的选择不考虑细节，但使用两个运行的例子显示一些结果：女人和斑马图像。

图 8.17显示了彩色图像和三个分区比例。由于此图像具有强烈的颜色提示，因此边缘图可以非常有

用地了解区域边界的位置。相比之下，斑马图像的边缘图非常混乱，如图 8.18所示。

(a) (b) (c) (d)

图 8.17:彩色图像的三个细节尺度的分区图。（a）输入图像。（b）比例 1.（c）比例 2.（d）比例 3. Courtesy
of Tu and Zhu [58].

(a) (b) (c) (d)

图 8.18:灰度图像和三个尺度的三个分区图。（a）输入图像。（b）比例 1.（c）比例 2.（d）比例 3. Courtesy
of Tu and Zhu [58].
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8.7 计算重要性提案概率

人们普遍认为，聚类和边缘检测算法有时可以为某些图像产生良好的分割或完美的结果，通常它

们对于通用图像来说没那么可靠，如图 8.11-8.18中的实验所示。同样，有时其中一个图像模型和边缘

检测标尺在分割某些区域方面比其他模型和标度更好，但我们不知道先验图像中存在哪些类型的区域。

因此，我们计算多个尺度的所有模型和边缘检测，然后概率地利用聚类和边缘检测结果。MCMC理论

提供了一个框架，用于在全局定义的贝叶斯后验概率的指导下以原则方式整合该概率信息。

计算重要性提议概率 q(Θ|R, ℓ). 原子空间 ϖℓ 中的聚类方法输出一组加权提示粒子 Pℓ。Pℓ 以 ϖℓ 编码非

参数概率，

q(Θ|Λ, ℓ) =
m

∑
i=1

ω ℓ
i G(Θ−Θℓ

i ), with
m

∑
i=1

ω ℓ
i = 1, (8.26)

其中 G(x)是以 0为中心的 Parzen窗口。事实上，在提示空间 ϖℓ, ℓ ∈ {g1,g2,g3,g4,c1,c3}中，因为分区 π
在 EM聚类中被积分，q(Θ|Λ, ℓ) = q(Θ|I))是后验 p(W |I)的边际概率的近似值。
对于整个图像计算 q(Θ|Λ, ℓ)一次，并且在运行时针对每个 R计算 q(Θ|R, ℓ)。该方法以下列方式进

行。每个簇 Θℓ
i , i = 1,2, ...,m从区域 R中的像素 v ∈ R接收实值投票，并且累积投票是与 Θℓ

i 相关联的显

著图 Sℓ
i 的总和。象征性地，pi 由下式给出

pi =
1
|R|∑v∈R

Sℓ
i,v, i = 1,2, ...,m, ∀ℓ.

显然，获得更多选票的集群应该有更高的选择机会。因此，我们为区域 R采样新的图像模型 Θ，

Θ∼ q(Θ|R, ℓ) =
m

∑
i=1

piG(Θ−Θℓ
i ). (8.27)

公式 (8.27)解释了我们如何选择（或提出）区域 R的图像模型。我们首先根据概率 p= (p1, p2, ..., pm)

随机绘制一个聚类 i然后取一个 Θℓ
i 的随机扰动。因此，任何 Θ ∈ ϖℓ具有非零概率以被选择用于稳健性

和遍历性。直观地，利用本地投票的聚类结果以概率方式提出空间的“最热”部分以指导跳跃动态。实

际上，可以在较小的本地窗口上实现多分辨率聚类算法。在这种情况下，簇 Θℓ
i , i = 1,2, ...,m将以某些

开销计算为代价更有效。

计算重要性提议概率 q(Γ|R). 通过边缘检测和跟踪，我们获得了在多个尺度 s = 1,2,3处由 ∆(s) 表示的

分区图。实际上，每个分区图 ∆(s)由一组“元区域”r(s)i 组成

∆(s)(Λ) = {r(s)i : i = 1,2, ...,n,∪n
i=1 r(s)i = Λ}, for s = 1,2,3.

这些元区域组合使用以形成 K ≤ n区域 R(s)
1 ,R(s)

2 , ...,R(s)
K ,

R(s)
i = ∪ jr

(s)
j , with r(s)j ∈ ∆(s), ∀i = 1,2, ...,K.

可以进一步要求区域 R(s)
i 中的所有元区域连接。令 π (s)

k = (R(s)
1 ,R(s)

2 , ...,R(s)
k )表示基于 ∆(s) 的 k分区。π (s)

k

与一般 k分区 πk 不同，因为 π (s)
k 中的区域 R(s)

i , i = 1, ...,K限于元区域。我们基于分区映射 ∆(s)表示所有
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scale 1 scale 2 scale 3

图 8.19:候选区域 Rk以三个比例叠加在分区图上，用于计算未决分割的候选边界 Γi j。Courtesy of Tu and
Zhu [58].

k分区的集合

Π(s)
k = {(R(s)

1 ,R(s)
2 , ...,R(s)

k ) = π (s)
k : ∪k

i=1R(s)
i = Λ}. (8.28)

我们将 Π(s)
k 中的每个 π (s)

k 称为原子（分区）空间中的 k分区粒子 ϖπk。与提示空间中的聚类一样，Π(s)
k

是 ϖπk 的稀疏子集，并且它将搜索范围缩小到最有希望的部分。因此，每个分区映射 ∆(s)编码原子（分

区）空间中的概率 ϖπk，并且

q(s)(πk) =
1

|Π(s)
k |

|Π(s)
k |

∑
j=1

G(πk−π (s)
k, j ), for s = 1,2,3. ∀k. (8.29)

G() 是一个以 0 为中心的平滑窗口，其平滑度考虑了边界变形并在每个分区粒子周围形成一个簇，

πk−π (s)
k, j 测量两个分区图 πk 和 π (s)

k, j 之间的差异。

在最精细的分辨率中，所有元区域都减少为像素，然后 Π(s)
k 等于原子空间 ϖπk。总之，所有尺度的

分区图都以 ϖπk 编码非参数概率，

q(πk) = ∑
s

q(s)q(s)(πk), ∀k.

该 q(πk)可以被认为是边际后验概率 p(πk|I)的近似值。

对整个图像计算一次分区映射 ∆(s), ∀s (或者 q(πk), ∀k，然后从 q(πk)计算重要性提议概率 q(Γ|R)每
个区域作为运行时的条件概率，就像在提示空间中一样。图 8.19说明了一个例子。我们在三个尺度上标

出了分区图 ∆(s)(Λ)，并且对于 s = 1,2,3，边缘分别在宽度 3,2,1处示出。提议候选区域 R分裂。q(Γ|R)
是提出分裂边界 Γ的概率。我们将 R叠加在三个分区图上。R和元区域之间的交叉点产生三组

∆(s)(R) = {r(s)j : r(s)j = R∩ r j for r j ∈ ∆(s)(Λ), and ∪i r(s)i = R}, s = 1,2,3.

例如，图 8.19, ∆(1)(R) = {r(1)1 ,r(1)2 }, ∆(2)(R) = {r(2)1 ,r(2)2 ,r(2)3 ,r(2)4 },等等.

因此，我们可以基于 ∆(s)(R)将 π (s)
c (R) = (R(s)

1 ,R(s)
2 , ...,R(s)

c )定义为区域 R的 c分区。并将 R的 c分

区空间定义为

Π(s)
c (R) = {(R(s)

1 ,R(s)
2 , ...,R(s)

c ) = π (s)
c (R) : ∪c

i=1R(s)
i = R}, ∀s. (8.30)
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我们可以将 Π(s)
c (R)上的分布定义为

q(s)(πc(R)) =
1

|Π(s)
c (R)|

|Π(s)
c (R)|

∑
j=1

G(πc−π (s)
c, j (R)), for s = 1,2,3, ∀c. (8.31)

因此，在一般情况下，可以建议将 R分成 c个部分，

πc(R)∼ q(πc(R)) = ∑
s

q(s)q(s)(πc(R)).

也就是说，我们首先选择概率为 q(s)的尺度 s。q(s)取决于 R.例如，对于大区域 R，我们可以选择具有

较高概率的粗尺度，并为小区域选择精细尺度。然后我们从集合 Π(s)
c (R)中选择一个 c分区。在我们的

实现中，选择 c = 2作为易于实现的特殊情况。显示通过多次组合 π2(R)可以产生区域 R，πc(R)的任意

c分区是微不足道的。显然，选择大型 c会有很大的开销。

计算 q(Θi,Θ j|R, ℓi, ℓ j)和 q(Γi j|R,Θi,Θ j).在某些情况下，我们找到了第二条路线，我们讨论了设计MCMC

动力学 3-4（见公式 (8.19))），这对于分割区域非常有用。例如，图 8.21中有两种方法可以感知斑马。人们

将斑马视为一个纹理区域（通过 ϖg3 )中的模型）。另一个将其视为黑色条纹的一个区域加上一个白色条

纹区域，因此使用 ϖg1 或 ϖg4 中的模型。马尔可夫链应该能够有效地在两种感知之间切换（见图 8.21.b-d

中的结果）。对于任何纹理区域和强度区域之间的过渡，这是必要且典型的。

因为这种纹理中的条纹数量很大，所以第一个分割过程（路径 1）非常无效，并且它一次在一个条

带上工作。这激发了分裂动力学的第二条路径。对于候选区域 R，我们首先提出两个新的区域模型（我

们总是假设相同的标签 ℓi = ℓ j），这可以通过对重要性提议概率 q(Θ|R, ℓ)进行两次采样来完成，所以

(Θi,Θ j)∼ q(Θi,Θ j|R, ℓi, ℓ j) = q(Θi|R, ℓi)q(Θ j|R, ℓ j).

显然，当我们选择 Θ j 时，我们从候选集中排除 Θi。然后，我们通过根据显著图的概率随机标记 R中的

像素来决定边界 Γ q(Γi j|R,Θi,Θ j)。

一个统一的框架。总结本节，DDMCMC范例为理解许多现有图像分割算法的作用提供了统一的框架。

首先，边缘检测和跟踪方法 [10, 34]隐含地计算分区空间上的边际概率 q(π|I)。其次，聚类算法 [12, 13]

计算模型空间的边际概率 ϖℓ用于各种模型 ℓ。第三，分裂 -合并和模型切换 [3]实现了跳跃动态。第四，

区域增长和竞争方法 [48, 68]实现了扩展区域边界的扩散动力学。

8.8 计算多种不同的解决方案

8.8.1 动机和数学原理

DDMCMC算法从后W ∼ p(W |I)无限地采样解。为了提取最佳结果，退火策略可以与传统的最大
后验（MAP）估计器一起使用

W ∗ = argmax
W∈Ω

p(W |I).

计算多个不同解决方案的理想且通常是关键的原因详述如下。
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1. 自然场景本质上是模糊的，对于图像 I在视觉感知中存在许多竞争组织和解释。

2. .对于稳健性，当分段过程与特定任务集成时，决策应留在计算的最后阶段。因此，最好保持一套

典型的解决方案。

3. 当先验概率模型和似然模型不完美时，保留多个解是必要的，因为全局最优解可能在语义上不比

其他一些较低的局部最大值更有意义。

然而，仅仅保留马尔可夫链序列中的一组样本是不够的，因为它经常收集一组彼此平凡不同的分段。相

反，可以使用计算空间 Ω中重要和独特解决方案的数学原理，它依赖于第 2.5节中提出的技术。用于保

留重要性抽样中的样本多样性。

设 S = {(ωi,Wi) : i = 1, ...,K} 是一组 K 加权解，我们称之为场景粒子，其权重是它们的后验概率

ωi = p(W |I), i = 1,2, ...,K.（注意，有一点点乱用符号，我们使用 K表示之前W 中的区域数。这里是不

同的 K）。S编码非参数概率通过 Ω和

p̂(W |I) =
K

∑
i=1

ωi

ω
G(W −Wi),

K

∑
i=1

ωi = ω,

其中 G是 Ω中的高斯窗口。
由于所有图像模糊都是在贝叶斯后验概率中捕获的，为了反映内在的模糊性，我们应该计算出最能

保持后验概率的解 S集。因此，我们让 p̂(W |I)通过在复杂性约束 |S|= K 下最小化 Kullback-Leibler散

度 D(p||p̂)来逼近 p(W |I)，

S∗ = arg min
|S|=K

D(p||p̂) = arg min
|S|=K

∫
p(W |I) log

p(W |I)
p̂(W |I)

dW. (8.32)

该标准扩展了传统的MAP估计器。

8.8.2 用于多种解决方案的 K-adventurers算法

幸运的是，由于多模态后验概率 p(W |I)的两个观测值，可以通过距离度量 D̂(p||p̂)相当精确地估
计 KL-散度 D(p||p̂)，这是可计算的。我们总是可以用高斯的混合物来表示 p(W |I)，即具有足够大的 N

的一组 N 个粒子。通过遍历性，马尔可夫链应该随着时间的推移访问这些重要的模式！因此，我们的

目标是从马尔可夫链采样过程中提取 K 个不同的解决方案。

为了实现这一目标，可以使用称为 K-adventurers的算法。2 假设我们在步骤 t有一组 K 粒子 S. 在

时间 t +1，我们通常在成功跳跃之后通过 MCMC获得新粒子（或多个粒子）。我们通过添加新增加集

合 S到 S+ 粒子）。然后，我们通过最小化近似 KL发散 D̂(p+||pnew)从 S+ 中消除一个粒子（或多个粒

子）以获得 Snew。

K-adventurers算法

2The name follows a statistics metaphor told by Mumford to S.C. Zhu. A team of K adventurers want to occupy K largest islands in an ocean while
keeping apart from each other’s territories.
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input step t1 step t2 W1 Isyn
1 W2 Isyn

2

图 8.20: DDMCMC用两种解决方案分割彩色图像。请参阅文本以获取解释。Courtesy of Tu and Zhu [58].

1. Initialize S and p̂ by repeating one initial solution K times.

2. Repeat

3. Compute a new particle (ωK+1,xK+1) by DDMCMC after a successful jump.

4. S+← S
⋃
{(ωK+1,xK+1)}.

5. p̂← S+.

6. For i = 1,2, . . . ,K +1 do

7. S−i← S+/{(ωi,xi)}.
8. p̂−i← S−i.

9. di = D(p||p̂−i).

10. i∗ = argmini∈{1,2,...,K+1} di.

11. S← S−i∗ , p̂← p̂−i∗ .

在实践中，我们运行多个马尔可夫链并以批量方式将新粒子添加到集合 S.

8.9 图像分割实验

DDMCMC范例在许多灰度，彩色和纹理图像上进行了广泛测试。本节介绍了一些示例，我们的网

站3上提供了更多示例。它还在 Berkeley group 4的 50个自然图像的基准数据集中进行了测试 [40]，其中

DDMCMC和其他方法如 [52]的结果与多个方法相比较。人类受试者。每个测试算法对所有基准图像使

用相同的参数设置，因此结果纯粹自动获得。

我们首先在彩色女性形象上展示我们的工作实例。按照图 8.17中边缘的重要性提议概率和图 8.11中

的颜色聚类，我们模拟了具有三个不同初始分割的三个马尔可夫链，如图 8.20所示（顶行）。三个MCMC

的能量变化（− log p(W |I)））绘制在图 8.20中，相对于时间 s。图 8.20显示了使用 K-adventurers算法通

3See http://vcla.stat.ucla.edu/old/Segmentation/Segment.htm
4See https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/bsds/
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过马尔可夫链获得的两种不同解W1,W2。为了验证计算的解Wi，我们通过从似然 Isyn
i ∼ p(I|Wi), i = 1,2

中采样来合成图像。综合是检查分割中模型充分性的好方法。

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g)

图 8.21: 用三种解决方案对灰度斑马纹图像进行的实验。（a）输入图像。（b）-（d）是斑马图像的三个
解，Wi, i = 1,2,3。（e）-（g）是用于验证结果的合成图像 Isyn

i ∼ p(I|W ∗
i )。Courtesy of Tu and Zhu [58].

图 8.21显示了灰度级斑马图像上的三个分割。如前所述，本节中的 DDMCMC算法只有一个自由

参数 γ，它是先前模型中的“杂波因子”（见公式 (8.7)）。它控制分段的范围。大 γ 鼓励大区域的粗分
割。我们通常通过分别设置 γ = 1.0,2.0,3.0来提取三个等级的结果。在我们的实验中，K-adventurers算

法仅对在一定范围内计算不同解决方案有效。我们期望如果我们形成具有多个尺度的图像金字塔并且

在每个尺度下使用 K-adventurers算法进行分割，然后将结果传播并精细化到下一个更精细的尺度，则

可以将参数 γ 固定为常数。
对于斑马图像，W1分割出黑白条纹，而W2和W3将斑马视为 a纹理区域。合成图像 Isyn

i ∼ p(I|Wi), i =

1,2,3表明纹理模型不充分，因为我们仅选择 8个小滤波器以便于计算。此外，样条曲面模型在分割地

面和背景草中起着重要作用，这通过 Isyn
2 and Isyn

3 中的全局阴影变化得到验证。

图 8.22和 8.23使用相同的算法显示一些其他灰度和彩色图像。我们显示输入，从任意初始条件开

始的分割和从似然 Isyn ∼ p(I|W )绘制的合成图像。这些图像的 γ 值大多设定为 1.5，少数在 1.0-3.5处获

得。在一开始学习伪似然纹理模型之后，在 Pentium III PC上花费大约 10-30分钟（取决于图像内容的

复杂性）来分割具有中等尺寸的图像，例如 350×250像素。

合成图像显示我们需要使用更多的随机模型，如点和曲线过程，以及像面等对象。例如，在图 8.23的

第一行。足球场中的乐队形成了一个未被捕获的点过程。合成中也缺少面部。

图 8.24显示了基准研究中 50个自然图像中的三个灰度图像，包括颜色和灰度。输入（左），DDMCMC

的分割结果（中），以及人类主体的手动分割（右）。

8.10 应用：图像分析

我们将图像解析定义为将图像 I分解为其组成视觉图案的任务。输出由分层图表W 表示 -称为“解

析图”。目标是优化贝叶斯后验概率 p(W |I)。图 8.25示出了一个典型的例子，其中足球场景首先被分

成粗略的三个部分：前景中的人，运动场和观众。这三个部分在第二级进一步分解为九个视觉模式：一
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图 8.22: DDMCMC的灰度图像分割。顶部：输入图像，中间：分割结果W，底部：合成图像 Isyn ∼ p(I|W )
与分割结果W。Courtesy of Tu and Zhu [58].

个面，三个纹理区域，一些文本，一个点过程（场上的带），一个曲线过程（场上的标记），一个颜色

区域，以及附近人的地区。原则上，我们可以继续分解这些部分，直到达到分辨率标准。解析图在精神

上类似于语音和自然语言处理中使用的解析树 [38]，除了它可以包括水平连接（参见图 8.25中的虚线曲

线），用于指定不同视觉模式之间的空间关系和边界共享。

与自然语言处理一样，解析图不是固定的，取决于输入图像。图像解析算法必须在运行中构造解

析图5。我们的图像解析算法由一组可逆的马尔可夫链跳 [26]组成，每种类型的跳转对应于一个运算符，

用于重新配置解析图（即创建或删除节点或改变节点属性的值）。这些跳跃在可能的解析图空间中组合

形成遍历和可逆的马尔可夫链。马尔可夫链概率保证收敛到不变概率 p(W |I)，马尔可夫链将模拟来自

input segmentation synthesis

图 8.23: DDMCMC的彩色图像分割。左：输入图像，中间：分割结果W，右：合成图像 Isyn ∼ p(I|W )
与分割结果W。Courtesy of Tu and Zhu [58].

5Unlike most graphical inference algorithms in the literature which assume fixed graphs, see belief propagation [65].
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input segmentation by manual
DDMCMC segmentation

图 8.24: DDMCMC对Martin进行基准测试的一些细分结果。DDMCMC（中）与人类受试者（右）的结
果相比，上述结果的误差分别为 0.1083, 0.3082,和 0.5290。Courtesy of Tu and Zhu [58].

图 8.25: 图像解析示例。解析图是分层的，并结合了生成模型（向下箭头）具有水平连接（虚线），其指
定视觉图案之间的空间关系。有关包含节点属性变量的更抽象的表示，请参见图 8.28。Courtesy of Tu et
al. [56].

该概率的公平样本。6这种方法建立在以前的数据驱动马尔可夫链蒙特卡罗（DDMCMC）的工作基础上，
6For many natural images the posterior probabilities P(W |I) are strongly peaked and so stochastic samples are close to the maxima of the posterior. So

in this section we do not distinguish between sampling and inference (optimization).
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用于识别 [69]，分割 [58]，分组 [59]和图分区 [1, 2]。

图像解析根据生成模型 p(I|W )和 p(W )寻找输入图像的完整生成性解释，用于自然图像中出现的

各种视觉模式，见图 8.25。这与其他计算机视觉任务不同，例如分段，分组和识别。这些通常由孤立的

视觉模块执行，其仅寻求解释图像的部分。图像解析方法使这些不同的模块能够协作和竞争，以对整个

图像进行一致的解释。

/
a. Input image b. Segmentation c. Synthesized image d. Manual segmentation

图 8.26: DDMCMC的图像分割失败示例，它仅使用通用视觉模式（即仅使用低级视觉提示）。结果（b）
表明，低级视觉线索不足以获得良好的直观分割。仅使用通用视觉模式的限制在合成图像（c）中也是
清楚的，其在通过 DDMCMC估计参数之后通过生成模型的随机采样获得。右侧面板（d）显示了人类
受试者获得的分割，与算法相比，他们在进行分割时似乎使用了对象特定的知识（尽管他们没有被指
示） [40]。我们得出结论，要在这些类型的图像上实现良好的分割，需要将分割与对象检测和识别相结
合。Courtesy of Tu et al. [56].

但是，组合不同的可视模块需要一个确保一致性的通用框架尽管用于计算场景组件（例如对象标

签和类别）的判别方法的有效性，它们也可以生成冗余且冲突的结果。数学家认为 [6]歧视方法必须遵

循更复杂的过程，以（i）消除错误警报，（ii）通过全局背景信息修正缺失的对象，以及（iii）通过模型

比较协调冲突（重叠）解释。在本节中，我们通过使用整个图像的生成模型来强制执行此类过程。

正如我们将要展示的那样，图像解析算法能够整合判别和生成方法，以便利用它们的互补优势。此

外，诸如分割和对象检测的模块可以通过选择用于解析图像的一组视觉图案来耦合。在本节中，我们将

重点放在两种类型的模式上: –低/中等水平视觉的通用视觉模式，如纹理和阴影，以及高级视觉的对象

模式，如正面人脸和文本。

这两种类型的模式说明了构造解析图的不同方式（参见图 8.40和相关讨论）。对象模式（面部和文

本）具有相对较小的可变性，因此它们通常可以通过自下而上的测试作为整体有效地检测，并且它们的

部分可以按顺序定位。因此，它们的解析子图可以从整体到部分以“分解”方式构造。相比之下，通用

纹理区域具有任意形状，并且其强度图案具有高熵。通过自下而上的测试来检测这样的区域将需要大

量的测试来处理所有这些可变性，因此在计算上是不切实际的。相反，解析子图应该通过以“组合”方

式对小元素进行分组来构建 [5]。

我们在复杂城市场景的自然图像上说明了图像解析算法，并给出了通过允许对象特定知识消除低

级别线索歧义来改善图像分割的示例，相反，通过使用通用视觉模式来解释阴影，可以改善对象检测和

遮挡。
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图 8.27: 两种推理范式的比较：自上而下的生成方法与自下而上的判别方法。生成方法指定如何从场景
表示W 合成图像 I.另一方面，辨别方法通过执行测试 T st j(I)来工作并且不保证产生一致的解决方案。
Crosses are explained in the text.

8.10.1 自下而上和自上而下的处理

DDMCMC的一个主要元素是整合判别和生成方法进行推理。自上而下和自下而上的程序可以大致

分为两种流行的推理范式 –自上而下的生成方法和自下而上的判别方法，如图 8.27所示。从这个角度

来看，整合生成模型和判别模型相当于组合自下而上和自上而下的处理。

自下而上和自上而下处理在视觉中的作用已经得到了极大的讨论。越来越多的证据（ [35, 54]）表

明人类可以像低水平纹理辨别和其他所谓的预注意视觉任务那样快速地执行高级场景和对象分类任务。

这表明人类可以在视觉处理的早期阶段检测到低水平和高水平的视觉模式。这与传统的自下而上前馈

架构 [39] 形成对比，传统的自下而上前馈架构从边缘检测开始，然后是分段/分组，然后再进行对象

识别和其他高级视觉任务。这些实验还涉及关于自下而上/自上而下环在视觉皮层区 [44, 61] 中的作用

的长期猜想，视觉例程和途径 [60]，视觉线索的结合 [55]，以及神经网络模型，如亥姆霍兹机器 [16]。

DDMCMC通过使用判别方法来统一这两种方法，以快速推断生成模型的参数。从计算机视觉的角度来

看，DDMCMC结合了自下而上的处理，由判别模型实现，以及生成模型的自上而下处理。本节的其余

部分提供了有关此算法功能的更多详细信息。

8.10.2 生成和判别方法

生成方法指定如何从场景表示W ∈Ω生成图像 I. 它结合先验 p(W )和似然函数 p(I|W )来给出联合

后验概率 p(W |I)。这些可以表示为图上的概率，其中输入图像 I在叶节点上表示，W 表示图的剩余节

点和节点属性。图的结构，例如节点的数量是未知的，并且必须针对每个输入图像估计。可以通过来自

后验的随机抽样W 来执行推断

W ∼ p(W |I) ∝ p(I|W )p(W ). (8.33)

这使我们能够估计W ∗ = argmaxP(W |I).7 但样本空间 Ω的维数非常高，因此标准采样技术的计算成本
很高。

相比之下，判别方法很容易计算。它们没有指定图像生成方式。相反，它们基于在图像上执行的自

下而上测试序列 Tst j(I)给出W 的分量 {w j}的判别（条件）概率 q(w j|Tst j(I))。测试基于局部图像特征

7We are assuming that there are no known algorithms for estimating W ∗ directly.
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{Fj,n(I)}，可以从图像中以级联方式计算（例如 AdaBoost过滤器，参见章节 (8.10.5)），

Tst j(I) = (Fj,1(I),Fj,2(I), ...,Fj,n(I)), j = 1,2, ...,K. (8.34)

以下定理表明，使用测试 Tst(I)的真实边际后验 p(w j|I)和最佳判别近似 q(w j|Tst(I))之间的 KL-发

散将随着新测试的增加8而单调减小。

Theorem 8.1 通过新测试获得的变量 w的信息 Tst+(I)是 p(w|I)与其最佳判别估计 q(w|Tstt(I))之间的
Kullback-Leibler散度的减少或者增加 w和测试之间的互信息。

EI[KL(p(w|I) || q(w|Tst(I)))]−EI[KL(p(w|I) || q(w|Tst(I),Tst+(I)))]

= MI(w || Tst,Tst+)−MI(w || Tst) = ETst,Tst+KL(q(w |Tstt ,Tst+) || q(w |Tstt)≥ 0,

其中 EI是关于 P(I)的期望,并且 ETst,Tst+ 是关于由 P(I)诱导的测试响应 (Tst,Tst+)的概率的期望。当且

仅当 Tst(I)相对于 w是足够的统计量时，Kullback-Leibler散度的减小等于零。

在实践中，辨别方法，特别是标准计算机视觉算法 -参见第 (8.10.4)小节，通常仅使用少量特征来

计算实用性。鉴别概率 q(w j|Tst(I))通常也不是最优的。幸运的是，本节中的图像解析算法仅要求判别
概率 q(w j|Tst(I))是对 p(w j|I)的粗略近似。

判别模型和生成模型之间的区别如图 8.27所示。判别模型易于计算，并且可以并行运行，因为不同

的组件是独立计算的（参见图 8.27中的箭头）。但是组件 {wi}可能不会产生一致的解W，而且，W 可

能没有指定用于生成观察图像 I的一致模型。这些不一致性由图 8.27中的十字表示。生成模型确保一致

性，但需要解决困难的推理问题。是否可以设计判别模型来推断我们正在处理的复杂生成模型的整个状

态W，这是一个悬而未决的问题。数学家 [6]认为这不实用，而且歧视性模型总是需要额外的后处理。

8.10.3 马尔可夫链内核和子内核

形式上，DDMCMC图像解析算法模拟马尔可夫链MC =< Ω,ν ,K >，其中核 K在空间 Ω中并且
具有用于起始状态的概率 ν。W ∈ Ω是一个解析图，我们让解析图集 Ω是有限的，因为图像具有有限
像素和有限灰度级。我们继续定义一组用于重新配置图形的移动。其中包括创建节点，删除节点和更改

节点属性的移动。我们根据转换内核9指定这些移动的随机动态。

对于每次移动，我们通过转移矩阵 Ka(W ′|W : I) 定义马尔可夫链子内核，其中 a ∈ A 是索引。这

表示当应用子内核 a时系统从状态W 转换到状态W ′ 的概率（即，∑W ′Ka(W ′|W : I) = 1, ∀W）。改变

图结构的内核被分组为可逆对。例如，用于节点创建的子内核 Ka,r(W ′|W : I)与用于节点删除的子内核
Ka,l(W ′|W : I) 配对。这可以组合成成对的子核 Ka = ρarKa,r(W ′|W : I)+ρalKa,l(W ′|W : I) (ρar +ρal = 1。

该配对确保 Ka(W ′|W : I) = 0，并且仅当 Ka(W |W ′ : I) = 0时对于所有状态W,W ′ ∈Ω。构造子核（配对
后）以遵守详细的平衡方程

p(W |I)Ka(W ′|W : I) = p(W ′|I)Ka(W |W ′ : I). (8.35)
8The optimal approximation occurs when q(w j|Tst(I)) equals the probability p(w j|Tst(I)) induced by P(I|W )P(W ).
9We choose stochastic dynamics because the Markov chain probability is guaranteed to converge to the posterior P(W |I). The complexity of the

problem means that deterministic algorithms for implementing these moves risk getting stuck in local minima.
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完整转换内核表示为

K(W ′|W : I) = ∑
a

ρ(a : I)Ka(W ′|W : I), ∑
a

ρ(a : I) = 1, ρ(a : I)> 0. (8.36)

为了使用该内核，在每个时间步骤，算法选择概率为 ρ(a : I)的移动 a，然后使用内核Ka(W ′|W ;I)来
选择从状态W 到状态W ′的转换。注意，概率 ρ(a : I)和Ka(W ′|W ;I)都取决于输入图像 I.这将DDMCMC

方法与传统的MCMC计算区分开来 [9, 36]。

完整的内核遵循详细的平衡（等式 (8.35)），因为每个子内核都有。如果移动组足够（即，使得我

们可以使用这些移动在任何两个状态W,W ′ ∈Ω之间转换），它也将是遍历的。这两个条件确保 p(W |I)
是有限空间 Ω中马氏链 [9]的不变（目标）概率。应用核Ka(t)将步骤 t 处的马尔可夫链状态概率 µt(W )

更新为 t +1处的 µt+1(W ′)，

µt+1(W ′) = ∑
W
Ka(t)(W ′|W : I)µt(W ). (8.37)

总之，DDMCMC图像解析器模拟具有唯一不变概率 p(W |I)的马尔可夫链MC。在时间 t，马尔可

夫链状态（即，解析图）W 遵循概率 µt，概率 t是在时间 t 之前选择的子内核的乘积，

W ∼ µt(W ) = ν(Wo) · [Ka(1) ◦Ka(2) ◦ · · · ◦Ka(t)](Wo,W ) −→ p(W |I), (8.38)

其中 a(t)索引在时间 t选择的子内核。随着时间 t的增加，µt(W )以几何速率 [19]单调地接近后验 p(W |I)
[9]。以下收敛定理对于图像解析很有用，因为它有助于量化不同子内核的有效性。

Theorem 8.2 当应用子核 Ka(t),∀ a(t) ∈A时，后 p(W |I)和马尔可夫链状态概率之间的 Kullback-Leibler

散度单调减小，

KL(p(W |I) ||µt(W ))−KL(p(W |I) ||µt+1(W ))≥ 0. (8.39)

KL-发散的减小是严格正向的，并且仅在马尔可夫链变为静止之后等于零，即 µ = p。

这个结果的证明可以在 [56]中找到。该定理与热力学第二定律有关 [15]，其证明利用了详细的平衡方

程（8.35）。这个 KL分歧给出了每个子内核 Ka(t) 的“功率”的度量，因此它提出了在每个时间步骤选

择子内核的有效机制。相比之下，经典的收敛性分析表明马尔可夫链的收敛速度呈指数级增长，但没有

给出子核的功率测量。

8.10.4 DDMCMC和提案概率

我们现在描述如何使用提议概率和判别模型来设计子内核。这是 DDMCMC 的核心。每个子内

核10被设计成具有Metropolis-Hastings [29, 42]的形式

Ka(W ′|W : I) = Qa(W ′|W : Tsta(I))min{1, p(W ′|I)Qa(W |W ′ : Tsta(I))
p(W |I)Qa(W ′|W : Tsta(I))

}, W ′ 6=W, (8.40)

10Except for one that evolves region boundaries.
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通过提议概率 Qa(W ′|W : Tsta(I))提出（随机地）从W 到W ′的转换并且通过接受概率接受（随机地）

α(W ′|W : I) = min{1, p(W ′|I)Qa(W |W ′ : Tsta(I))
p(W |I)Qa(W ′|W : Tsta(I))

}. (8.41)

Metropolis-Hastings确保子内核遵守详细的平衡（配对后）。

提议概率Qa(W ′|W : Tsta(I))是在W 和W ′之间的移动中改变的各个元素w j的判别概率 q(w j|Tst j(I))
的乘积。Tsta(I) 是在提议概率 Qa(W ′|W : Tsta(I)) 和 Qa(W |W ′ : Tsta(I)) 中使用的自下而上测试的集合。
提议概率必须易于计算（因为它们应该针对子内核 a可以达到的所有可能状态W ′进行评估）并且应该

建议转换到状态W ′，其中后验 p(W ′|I)可能是高。由于它们依赖于 p(W ′|I)，接受概率在计算上更加昂
贵，但是它们仅需要针对所提出的状态进行评估。

提案的设计涉及权衡。理想情况下，提案将从后验 p(W ′|I)中采样，但这是不切实际的。相反，权
衡需要在快速计算和具有高后验概率的状态的大运动之间进行选择。更正式地，我们将范围 Ωa(W ) =

{W ′ ∈Ω : Ka(W ′|W : I)> 0}定义为可以使用一次子内核 a从W 到达的状态集。我们希望范围 Sa(W )很

大，以便我们可以在每个时间步进行大的移动（即跳转到解决方案，而不是爬行）。如果可能，范围还

应包括具有高后验 p(W ′|I)的状态W ′（即，范围也应该在 Ω的右侧部分）。
应该选择提议 Qa(W ′|W : Tsta(I))以便近似

p(W ′|I)
∑W ′′∈Ωa(W ) p(W ′′|I)

if W ′ ∈Ωa(W ), or 0 otherwise. (8.42)

它们将是W ′ 的分量和当前状态W 的生成模型的判别模型的函数（因为评估当前状态的生成模型在计

算上是便宜的）。模型 p(W |I) 的细节将决定提案的形式以及我们在保持提案易于计算和能够近似等
式 (8.42)的同时制定范围的程度。请参阅第 (8.10.5)节中给出的详细示例。

本概述简要介绍了 DDMCMC。我们参考 [59]从MCMC的角度对这些问题进行更复杂的讨论。

生成模型和贝叶斯公式

本节描述了解析图和用于图像解析算法的生成模型。

图 8.28: 本节中使用的解析图的抽象表示。中间节点表示视觉模式。它们的子节点对应于图像中的像素。
Courtesy of Tu et al. [56].
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图 8.25说明了解析图的一般结构。在本节中，我们考虑图 8.28中所示的简化的两层图，它在生成意义

上完全指定。图的顶部节点（“根”）表示整个场景（带有标签）。它具有用于视觉图案（面部，文本，纹

理和阴影）的 K 个中间节点。每个视觉图案底部都有许多像素（“叶子”）。在该图中，除了它们共享边

界并形成图像点阵的分区之外，在视觉图案之间不考虑水平连接。

中间节点的数量 K 是随机变量，并且每个节点 i = 1, ...,K 具有如下定义的一组属性 (Li,ζi,Θi)。Li

是形状描述符，并且确定由中间节点的视觉图案覆盖的图像像素的区域 Ri = R(Li)。从概念上讲，Ri 内

的像素是中间节点 i的子节点。（区域可能包含孔，在这种情况下，形状描述符将具有内部和外部边界）。

剩余的属性变量 (ζi,Θi) 指定用于在区域 R(Li) 中生成子图像 IR(Li) 的概率模型 p(IR(Li)|ζi,Li,Θi)。变量

ζi ∈ {1, ...,66}表示视觉模式类型（3种通用视觉模式，1种面部模式和 62种文本字符模式），Θi表示模

型相应视觉模式的参数。完整的场景描述可以概括为：

W = (K,{(ζi,Li,Θi) : i = 1,2, ...,K}).

形状描述符 {Li : i = 1, ...,K}需要是一致的，以便图像中的每个像素是一个且仅有一个中间节点的子像
素。形状描述符必须提供图像点阵的分区 Λ = {(m,n) : 1≤m≤Height(I),1≤ n≤Width(I)}因此满足条
件

Λ = ∪K
i=1R(Li), R(Li)∩R(L j) = /0, ∀i 6= j.

从场景描述W 到 I的生成过程由似然函数控制

p(I|W ) =
K

∏
i=1

p(IR(Li)|ζi,Li,Θi).

先验概率 p(W )由下式定义

p(W ) = p(K)
K

∏
i=1

p(Li)p(ζi|Li)p(Θi|ζi).

在贝叶斯公式下，解析图像对应于计算W ∗，其最大化 a后验概率超过 Ω，即W 的解空间，

W ∗ = argmax
W∈Ω

p(W |I) = argmax
W∈Ω

p(I|W )p(W ). (8.43)

它主要规定了先验 p(W )和似然函数 p(I|W )。将初始值 p(K)和 p(Θi|ζi)设为均匀概率。术语 p(ζi|Li)用

于惩罚高模型复杂度，并且根据 [58]中的训练数据估计三种通用视觉模式。
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形状模型

我们使用两种形状描述符。第一个用于定义通用视觉图案和面部的形状。第二个定义文本字符的

形状。在第一种情况下，形状描述符通过像素列表 Li = ∂Ri 表示图像区域的边界
11 。先验定义为

p(Li) ∝ exp{−γ|R(Li)|α −λ |Li|}. (8.44)

通常 α = 0.9. 出于计算原因，我们将此先验用于面部形状，即使可以应用更复杂的先验 [14]。

在文本字符的情况下，我们通过对应于十个数字的六十二个模板和在大写和小写的情况下的二十

六个字母对字符进行建模。这些模板由六十二个原型字符和一组变形定义。原型由外边界表示，最多由

两个内边界表示。每个边界由 B样条建模，使用 25个控制点。原型字符由 ci ∈ {1, ...,62}索引，并且它
们的控制点由矩阵 T P(ci)表示。

图 8.29: 从文本字符的形状描述符中抽取的随机样本。Courtesy of Tu et al. [56].
我们现在在模板上定义两种类型的变形。一个是全局仿射变换，另一个是局部弹性变形。首先，我

们允许字母通过仿射变换Mi变形。我们先放置一个 p(Mi)来惩罚严重的旋转和扭曲。这是通过将Mi分

解为得到的

Mi =

(
σx 0

0 σy

)(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)(
1 h

0 1

)
,

其中 θ 是旋转角度，σx and σy 表示缩放，h表示剪切。先前的 Mi 是

p(Mi) ∝ exp{−a|θ |2 +b(
σx

σy
+

σy

σx
)2 + ch2},

其中 a,b,和 c是参数。

接下来，我们通过调整 B样条控制点的位置来允许局部变形。对于数字/字母 ci和仿射变换Mi，模

板的轮廓点由 GT P(Mi,ci) = U ×Ms×Mi× T P(ci) 给出。类似地，具有控制点 Si 的形状上的轮廓点由

GS(Mi,ci) = U ×Ms× Si（U 和 Ms 是 B样条矩阵）给出。我们定义了由 Si 给出的弹性变形的概率分布

p(Si|Mi,ci)

p(Si|Mi,ci) ∝ exp{−γ|R(Li)|α −D(GS(Mi,ci)||GT P(Mi,ci))},

11The boundary can include an “internal boundary” if there is a hole inside the image region explained by a different visual pattern.
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其中 D(GS(Mi,ci)||GT P(Mi,ci)) 是轮廓模板和变形轮廓之间的总距离。这些变形很小，因此曲线上的点

之间的对应关系可以通过最近邻匹配来获得。参见 [57]我们如何改进这一点。图 8.29显示了从上述模

型中抽取的一些样本。

总之，每个可变形模板由 ci ∈ {1, ...,62}索引并具有形状描述符 Li = (ci,Mi,Si)，其中 Li上的先验分

布由 p(Li) = p(ci)p(Mi)p(Si|Mi,ci)指定。这里，p(ci)是所有数字和字母的均匀分布（我们不会在文本字

符串上放置先验分布，尽管可以这样做 [30]）。

生成强度模型

我们使用四个生成强度模型族来描述具有（近似）恒定强度，杂波/纹理，阴影和面部的模式。前

三个特征类似于 [58]和本章前面定义的特征。

1. 恒定强度模型 ζ = 1.

该模型假设区域 R中的像素强度是 i.i.d. 高斯分布由下式给出

p1(IR(L)|ζ = 1,L,Θ) = ∏
v∈R(L)

G(Iv−µ;σ 2), Θ = (µ,σ).

2.杂波/纹理模型 ζ = 2.

这是非参数强度直方图 h()离散化以取 G值（即，它表示为矢量 (h1,h2, ...,hG)）。设 n j 为强度值 j

的 R(L)中的像素数

p2(IR(L)|ζ = 2,L,Θ) = ∏
v∈R(L)

h(Iv) =
G

∏
j=1

hn j
j , Θ = (h1,h2, ...,hG).

3. 着色模型 ζ = 3和 ζ = 5, ...,66.

该系列模型用于描述通用着色模式和文本字符。我们使用二次型

J(x,y;Θ) = ax2 +bxy+ cy2 +dx+ ey+ f ,

参数 Θ = (a,b,c,d,e, f ,σ). 因此，像素 (x,y)的生成模型是

p3(IR(L)|ζ ∈ {3,(5, ...,66)},L,Θ) = ∏
v∈R(L)

G(Iv− Jv;σ 2), Θ = (a,b,c,d,e, f ,σ).

4. PCA面部模型 ζ = 4.

面部的生成模型很简单，并使用主成分分析（PCA）来获得面部的主成分 {Bi}和协方差 Σ的表示。
也可以添加由 PCA建模的低级功能 [43]。我们还可以添加其他功能，例如 Hallinan等 [28]中描述的功

能。然后给出模型

p4(IR(L)|ζ = 4,L,Θ) = G(IR(L)−∑
i

λiBi;Σ), Θ = (λ1, ..,λn,Σ).
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图 8.30: 马尔可夫链动力学的例子，它改变了图形结构或图形的节点属性，从而产生了解析图像的不同
方法。Courtesy of Tu et al. [56].

算法概述

本节给出了图像解析算法的控制结构。图 8.31显示了算法图。我们的算法必须在运行中构造解析图

并估计场景解释W .

图 8.30说明了算法如何通过改变图形结构（通过删除或添加节点）以及通过更改节点属性来选择

马尔可夫链移动（动态或子内核）来搜索图像的可能解析图的空间。可视化算法的等效方式是通过解空

间 Ω的搜索。有关此观点的更多详细信息，请参见 [58, 59]。

我们首先定义一组动作以重新配置图形。这些是面部节点的诞生或死亡，文本字符的诞生或死亡，

区域的分裂或合并，切换节点属性（区域类型 ζi和模型参数 Θi）和边界演化（用节点改变节点的形状描

述符 Li）邻近地区）。这些移动由子内核实现。前四个动作是可逆跳跃 [26]，并将由Metropolis-Hastings

等式 (8.40)实现。第五步，边界演化，由随机偏微分方程实现。

这些移动的子内核需要由基本判别方法驱动的提议概率，我们将在下一小节中进行讨论。提案概率

是使用第 (8.10.4)小节中的标准设计的，完整的细节在第 (8.10.5)节中给出。该算法的控制结构在 (8.10.4)

节中描述。如第 (8.10.3)小节和图 8.31所述，通过组合子内核构建图像解析器的完整转换内核。该算法

（随机地）通过选择子内核，选择图中的应用位置，然后决定是否接受该操作来进行（随机）。

判别方法

判别方法给出W 的基本分量 w j 的近似后验概率 q(w j|Tst j(I))。对于计算效率，这些概率仅基于少
量简单测试 Tst j(I)。我们简要概述和分类此实现中使用的判别方法。第（ (8.10.5)节）部分显示了如何

将这些判别方法结合起来给出在解析图中进行移动的建议。

1. 边缘线索. 这些基于边缘检测器 [10],[8],[32]。它们用于给出区域边界的提议（即节点的形状描

述符属性）。具体来说，我们以三个刻度运行 Canny检测器，然后进行边缘链接以给出图像点阵的分区。

这给出了分配权重的候选分区的有限列表，参见 [58]。辨别概率由该加权粒子列表表示。原则上，统计

边缘检测器 [32]优于 Canny，因为它们给出了从训练数据中学习的判别概率 q(w j|Tst j(I))。
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2. 二值化线索. 这些是使用 Niblack算法 [45]的变体计算的。它们用于提出文本字符的边界（即文

本节点的形状描述符），并与文本检测的提议结合使用。二值化算法及其输出示例在第 (8.10.5)节中给

出。与边缘提示一样，该算法针对不同的参数设置运行并表示辨别力通过指示候选边界位置的加权粒

子列表的概率。

3.面部区域提示. 这些是通过 AdaBoost [50],[62]的变体学习的，它输出了判别概率 [23]。他们建议

在图像的子区域中存在面部。这些提示与边缘检测相结合，以提出图像中面部的定位。

4. 文本区域提示. 这些也是由 AdaBoost的概率版本学习的。该算法适用于各种尺度的图像窗口。它

输出每个窗口中存在文本的判别概率。文本区域提示与二值化结合以提出文本字符的边界。

5. 形状亲和力提示.这些作用于通过二值化产生的形状边界，以提出文本字符。他们使用形状上下
文线索 [4]和信息特征 [57]来提出形状边界和文本字符的可变形模板模型之间的匹配。

6. 区域亲和线索. 这些用于估计两个区域 Ri,R j 是否可能由相同的视觉图案族和模型参数生成。他

们使用强度属性 IRi ,IR j 的亲和力相似性度量 [52]。

7. 模型参数和视觉模式族提示. 这些用于提出模型参数和视觉模式家族身份。它们基于聚类算法，

例如均值漂移 [13]。聚类算法取决于模型类型，并在 [58]中进行了描述。

通常自下而上的测试 Tst j(I), j = 1,2, ...,K 在所有判别模型 q j(w j|Tst j(I))的早期阶段进行。然后将
结果组合以形成方程 (8.40,8.41)中的每个子内核 Ka 的复合测试 Tsta(I)。

算法的控制结构

图像解析器使用的控制策略如图 8.31所示。图像解析器通过 MCMC 采样算法探索解析图的空间。

该算法使用转换内核 K，转换内核 K由子内核 Ka 组成，对应于不同的配置稀疏图。这些子核以可逆

对12（例如出生和死亡）形式出现，并且被设计成使得核的目标概率分布是生成后验 p(W |I)。在每个时
间步，随机选择子内核。子内核使用Metropolis-Hasting抽样算法，方程 (8.40)，分两个阶段进行。首先，

它建议通过从提议概率中抽样来重新配置图。然后，它通过对接受概率进行抽样来接受或拒绝此重新

配置。

总而言之，我们概述了下面的算法。在每个时间步，它（随机地）指定哪个移动到选择（即哪个子

内核），在图中应用它的位置，以及是否接受移动。选择移动 ρ(a : I)的概率首先被设置为独立于 I，但
是通过使用判别线索来估计图像中的面部和文本字符的数量，我们获得了更好的性能。选择移动的位置

由子内核指定。对于一些子内核，它是随机选择的，并且对于其他子内核是基于适应度因子来选择的，

该适应度因子测量当前模型与图像数据的拟合程度。由于在该实施方式中移动的范围有限（如果使用

[2])中描述的组成技术）将减少退火的需要），则需要一些退火来启动算法。

我们可以通过使移动选择适应图像（即通过使 ρ(a : I) 取决于 I）来提高算法的有效性。特别是，
如果自下而上（AdaBoost）建议表明场景中有很多物体，我们可以增加面部和文本的出生和死亡概率，

ρ(1) a和 ρ(2)。例如，让 N(I)是高于阈值 Ta的面部或文本的提议数量。然后我们通过 ρ(a1) 7→ {ρ(a1)+

kg(N(I))}/Z, ρ(a2) 7→ {ρ(a2)+ kg(N)}/Z, ρ(a3) 7→ ρ(a3)/Z, ρ(a4) 7→ ρ(a4)/Z 来修改表中的概率, 其中

g(x) = x, x≤ Tb g(x) = Tb, x≥ Tb 和 Z = 1+2k被选择来规范化概率。

图像解析算法的基本控制策略

12Except for the boundary evolution sub-kernel which will be described separately. See Section 8.10.5.
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图 8.31: 此图说明了图像解析器的要点。动力学由遍历马尔科夫链 K实现，其不变概率是后验 p(W |I)，
并且由可逆子核 Ka 组成，用于在解析图中进行不同类型的移动。在每个时间步，算法随机选择子内
核。所选择的子内核提出特定移动（例如，创建或删除特定节点），然后随机评估和接受该移动，参见
等式 (8.40)。这些提案基于自下而上（歧视性）和自上而下（生成性）流程。自下而上的过程基于特征
测试 Tst j(I)从输入图像 I计算判别概率 q(w j|Tst j(I)), j = 1,2,3,4。Courtesy of Tu et al. [56].

1. 初始化W（例如，将图像划分为四个区域），设置其形状描述符，并随机分配剩余的节点属性。

2. 将温度设置为 Tinit .

3. 通过从概率 ρ(a)中采样来选择移动 a的类型，对于面，ρ(1) = 0.2，对于文本，ρ(2) = 0.2，对于

分裂和合并，ρ(3) = 0.4，ρ(4) = 0.15用于切换区域模型（类型或模型参数），ρ(5) = 0.05用于边

界演化。

4. 如果选定的移动是边界演变，则随机选择相邻区域（节点）并应用随机最速下降。

5. 如果选择了跳跃移动，则按如下方式随机采样新的解W ′：If the jump moves are selected, then a new

solution W ′ is randomly sampled as follows:

− 对于面部或角色的出生或死亡，我们创建或删除现有的角色。这包括有关在何处执行此操作
的建议。

− 对于区域划分，基于其适应度因子随机选择区域（节点）。有关于在何处拆分它以及生成的两
个节点的属性的建议。

− 对于区域合并，基于提议概率选择两个相邻区域（节点）。存在关于结果节点的属性的提议。
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− 对于区域切换，根据其适应度因子随机选择区域，并提出新的区域类型和/或模型参数集。

• 计算完整的提议概率 Q(W |W : I)和 Q(W ′|W : I)。

• Metropolis-Hastings算法适用于接受或拒绝建议的移动。

6. 降低温度 T = 1+Tinit× exp(−t× c|R|),其中 t 是当前迭代步骤，c是常数且 |R|是图像的大小。

7. 重复上述步骤，直到通过达到允许步数的最大数量或通过负对数后验的减少来满足收敛标准。

8.10.5 马尔可夫链核

边界演化

图 8.32:区域边界的演化是由随机偏微分方程实现的，这些方程由竞争区域所有权的模型驱动。Courtesy
of Tu et al. [56].

这些移动演变了区域边界的位置，但保留了图形结构。它们由布朗噪声驱动的随机偏微分方程

（Langevin 方程）实现，可以从马尔可夫链中导出 [25]。PDE 的确定性分量是通过在负对数后验上进

行最速下降而获得的，如 [68]中所推导的。

我们通过导出 PDE 的确定性分量来说明这种方法，以用于字母 Tj 和通用视觉图案区域 Ri 之

间的边界的演变。边界将以字母形状描述符的控制点 {Sm} 表示。设 v 表示边界上的一个点，即对

v(s) = (x(s),y(s)) on Γ(s) = ∂Ri ∩ ∂R j。演化方程的确定性部分是通过相对于控制点取负 log-posterior，

− log p(W |I)的导数得到的。
负对数后验的相关部分由 E(Ri)和 E(Tj)给出

E(Ri) =
∫ ∫

Ri

− log p(I(x,y)|θζi)dxdy+ γ|Ri|α +λ |∂Ri|,

和

E(Tj) =
∫ ∫

L j

log p(I(x,y)|θζ j)dxdy+ γ|R(L j)|α − log p(L j).

相对于控制点 {Sm}区分 E(Ri)+E(Tj)产生进化 PDE

dSm

dt
= −δE(Ri)

δSm
− δE(Tj)

δSm
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=
∫
[−δE(Ri)

δv
− δE(Tj)

δv
]

1
|J(s)|

ds

=
∫

n(v)[log
p(I(v);θζi)

p(I(v);θζ j)
+αγ(

1
|D j|1−α −

1
|Di|1−α )−λκ +D(GS j(s)||GT (s))]

1
|J(s)|

ds,

其中 J(s)是样条函数的雅可比矩阵。（回想一下，在实现中 α = 0.9）。

对数似然比项实现了字母和通用区域模型之间对边界像素所有权的竞争。

马尔可夫链子内核

通过由四个不同子内核实现的马尔可夫链跳跃来实现图结构的变化。

图 8.33: 文本生灭的一个例子。状态W 由三个通用区域和一个字符“T”组成。通过 AdaBoost和二值
化方法获得的 3个候选字符“E”，“X”和“T”的计算结果。选择一个，参见箭头，将状态更改为W ′。
相反，在状态W ′ 中有 2个候选者，并且选择的一个，参见箭头，将系统返回到状态W . Courtesy of Tu
et al. [56].

子内核 I：文本的诞生和死亡。这对跳转用于创建或删除文本字符。我们从解析图W 开始，并通过创建

一个字符转换到解析图W ′。相反，我们通过删除一个字符从W ′过渡到W .

创建和删除文本字符的提议旨在接近等式 (8.42)中的术语。我们通过使用 AdaBoost检测文本区域，

然后进行二值化以检测文本区域内的候选文本字符边界，获得候选文本字符形状列表。该列表由一组

粒子表示，这些粒子通过与文本字符的可变形模板的相似性加权

S1r(W ) = { (z(µ)1r ,ω (µ)
1r ) : µ = 1,2, ...,N1r}.

同样，我们指定另一组加权粒子来删除文本字符

S1l(W ′) = { (z(ν)1l ,ω
(ν)
1l ) : ν = 1,2, ...,N1l}.

在这里, {z(µ)1r }和 {z
(ν)
1l }表示可能的（离散的）形状位置和文本字符可变形的模板，用于创建或删除文

本，{ω (µ)
1r }和 {ω

(ν)
1l }是他们相应的权重。然后使用粒子计算提议概率

Q1r(W′|W : I) =
ω1r(W′)

∑N1r
µ=1 ω (µ)

1r

, Q1l(W|W′,I) =
ω1l(W)

∑N1l
ν=1 ω (ν)

1l

.
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用于创建新文本字符的权重 ω (µ)
1r 和 ω (ν)

1l 由形状亲和度测量指定，例如，形状上下文 [4]和信息特征 [57]。

为了删除文本字符，我们直接从中计算 ω (ν)
1l 文本字符的可能性和先验。理想情况下，这些权重将接近

比率 p(W ′|I)
p(W |I) 和

p(W |I)
p(W ′|I) .

子内核 II：面部的出生和死亡。面部出生和死亡的子内核非常类似于文本诞生和死亡的子内核。我们使
用第 (8.10.5)节中讨论的 AdaBoost方法来检测候选面。候选面部边界直接从边缘检测获得。提议概率

的计算类似于子内核 I的概率。

子内核 III：区域的分裂和合并。这对跳转用于通过拆分和合并区域（节点）来创建或删除节点。我们
从解析图W 开始，并通过将节点 i分成节点 j和 k来转换到解析图W ′。相反，我们通过将节点 j和 k

合并到节点 i中而转换回W .选择要分割的区域 i是基于 p(IRi |ζi,Li,Θi)（即.区域 Ri的模型越适合数据，

我们就越有可能将其拆分）上的鲁棒函数。对于合并，我们使用区域亲和度度量 [52]并提出具有高亲

和力的区域之间的合并。形式上，我们定义W,W ′：

W = (K,(ζk,Lk,Θk),W−) 
 W ′ = (K +1,(ζi,Li,Θi),(ζ j,L j,Θ j),W−),

其中W−表示图中剩余 K−1个节点的属性。

我们通过如下求近似等式 (8.42)来获得建议。我们首先获得三个边缘图。这些是由不同尺度的Canny

边缘探测器 [10]给出的（详见 [58]）。我们使用这些边缘图来创建用于分割 S3r(W )的粒子列表。用于合

并的粒子列表由 S3l(W ′)表示。从形式上看，

S3r(W ) = { (z(µ)3r ,ω (µ)
3r ) : µ = 1,2, ...,N3r}, S3l(W ′) = { (z(ν)3l ,ω

(ν)
3l ) : ν = 1,2, ...,N3l,}

其中 {z(µ)3r }和 {z
(ν)
3l }表示用于分裂和合并的可能（离散化）位置，并且将很快定义它们的权重 {ω3r},{ω3l}。

换句话说，我们只能沿着轮廓 zµ
3r 将区域 i分割成区域 j和 k（即，zµ

3r 形成新的边界）。类似地，我们只

能通过去除边界轮廓 zµ
3l 将区域 j和 k合并到区域 i中。

我们现在定义权重 {ω3r},{ω3l}。这些权重将用于确定拆分和合并的概率

Q3r(W′|W : I) =
ω3r(W′)

∑N3r
µ=1 ω (µ)

3r

, Q3l(W|W′ : I) =
ω3l(W)

∑N3l
ν=1 ω (ν)

3l

.

同样，我们希望 ωµ
3r 和 ων

3l 来近似比率
p(W |I)
p(W ′|I) 和

p(W ′|I)
p(W |I)。

p(W ′|I)
p(W |I) 由下式给出

p(W ′|I)
p(W |I)

=
p(IRi |ζi,Li,Θi)p(IR j |ζ j,L j,Θ j)

p(IRk |ζk,Lk,Θk)
· p(ζi,Li,Θi)p(ζ j,L j,Θ j)

p(ζk,Lk,Θk)
· p(K +1)

p(K)
.

计算起来很昂贵，所以我们用 p(W ′|I)
p(W |I) 和

p(W |I)
p(W ′|I) 来近似

ω (µ)
3r =

q(Ri,R j)

p(IRk |ζk,Lk,Θk)
· [q(Li)q(ζi,Θi)][q(L j)q(ζ j,Θ j)]

p(ζk,Lk,Θk)
, (8.45)

ω (ν)
3l =

q(Ri,R j)

p(IRi |ζi,Li,Θi)p(IR j |ζ j,L j,Θ j)
· q(Lk)q(ζk,Θk)

p(ζi,Li,Θi)p(ζ j,L j,Θ j)
. (8.46)

这里，q(Ri,R j)是两个区域 Ri和 R j的相似度的亲和度度量 [52]（它是强度差 |Ii− I j|和 chi的加权和。强

度直方图之间的平方差），q(Li)由形状描述符上的先验给出，q(ζi,Θi)通过参数空间中的聚类获得（见
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[58]）。

子核 IV：模型切换。这些移动切换节点 i的属性。这涉及改变区域类型 ζi和模型参数 Θi。移动在两个

状态之间转换

W = ((ζi,Li,Θi),W−) 
 W ′ = ((ζ ′i ,L′i,Θ′i),W−).

该提议，见方程式 (8.42)，应近似

p(W ′|I)
p(W |I)

=
p(IRi |ζ ′i ,L′i,Θ′i)p(ζ ′i ,L′i,Θ′i)
p(IRi |ζi,Li,Θi)p(ζi,Li,Θi)

.

我们通过权重 ω (µ)
4 来估计它

ω (µ)
4 =

q(L′i)q(ζ ′i ,Θ′i)
p(IRi |ζi,Li,Θi)p(ζi,Li,Θi)

,

其中 q(L′i)q(ζ ′i ,Θ′i)与分割和合并移动中使用的函数相同。提议概率是候选集中归一化的权重，Q4(W′|W :

I) = ω4(W′)

∑
N4
µ=1 ω(µ)

4
.

AdaBoost用于面部和文本的判别概率

本节描述了我们如何使用 AdaBoost技术来计算用于检测面部和文本（字母串）的判别概率。我们

还描述了用于检测文本字符边界的二值化算法。

通过 Adaboost计算判别概率。标准 AdaBoost算法用于例如区分人脸和非人脸 [62]，通过组合一组 n个

二元值弱分类器或特征测试 TstAda(I) = (h1(I), ...,hn(I)) 来学习二进制值强分类器 HAda，使用一组权重

αAda = (α1, ...,αn)[22]使得

HAda(TstAda(I)) = sign(
n

∑
i=1

αihi(I)) = sign < αAda,TstAda(I)> . (8.47)

这些特征选自预先设计的字典 ∆Ada。特征的选择和权重的调整被提出作为监督学习问题。给定一

组标记的例子，{(Ii, ℓi) : i = 1,2, ...,M} (ℓi =±1)，AdaBoost学习可以表达为贪婪地优化以下函数 [50]：

(α∗Ada,Tst∗Ada) = arg min
TstAda⊂∆Ada

argminαAda

M

∑
i=1

exp−ℓi<αAda,TstAda(Ii)> . (8.48)

为了获得判别概率，我们使用一个定理 [23]，该定理指出由 AdaBoost学习的特征和测试给出（渐

近）对象标签（例如，面部或非面部）的后验概率。AdaBoost强分类器可以重新作为对数后验比率测

试。

Theorem 8.3 (Friedman et al 1998)具有足够的训练样本M和特征 n，AdaBoost learning选择权重 α∗Ada并

测试 Tst∗Ada 以满足

q(ℓ=+1|I) = eℓ<αAda,TstAda(Ii)>

e<αAda,TstAda(Ii)>+ e−<αAda,TstAda(Ii)>
.
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此外，强分类器渐近收敛于后验概率比测试

HAda(TstAda(I)) = sign(< αAda, TstAda(I)>) = sign(
q(ℓ=+1|I)
q(ℓ=−1|I)

).

实际上，AdaBoost分类器以不同的比例应用于图像中的窗口。每个窗口被评估为面部或非面部（或

文本与非文本）。对于大多数图像，对于图像的几乎所有部分，面部或文本的后验概率可以忽略不计。因

此，我们使用一系列测试 [62, 64]，这使我们能够通过将其边际概率设置为零来快速拒绝许多窗口。当

然，AdaBoost只会收敛到真实后验概率 p(ℓ|I)的近似值，因为只能使用有限数量的测试（并且只有有
限数量的训练数据）。请注意，AdaBoost只是学习后验概率的一种方法（参见定理 (8.1)）。已经发现对

于具有相对刚性结构的物体图案（例如面和文本）非常有效（字母的形状是可变的，但序列的图案是相

当结构的 [11]）。

AdaBoost 训练. 标准的 AdaBoost 训练方法 [22, 23] 可以使用并与使用不对称加权的级联方法相结合

[62, 64]。级联使得算法能够通过少量测试将大部分图像排除为面部或文本位置，并允许计算资源集中

在图像的更具挑战性的部分上。

图 8.34: 从中提取训练文本补丁的一些场景. Courtesy of Tu et al. [56].

AdaBoost for text旨在检测文本段。测试数据是从旧金山的 162张图像中手工提取的（见图 8.34），

包含 561个文本图像。超过一半的图像是由盲人志愿者拍摄的（这减少了偏见）。我们将每个文本图像

分成几个重叠的文本段，其中宽度与高度的比例固定为 2：1（通常包含两到三个字母）。共有 7,000个文

本段用作积极训练集。负面例子是通过类似于 Drucker等人 [20]的自助程序获得的。首先，通过从图像

数据集中的窗口随机采样来选择负面示例。在对这些样本进行训练之后，AdaBoost算法应用于一系列

尺度，以对训练图像中的所有窗口进行分类。那些错误分类为文本的内容随后被用作 AdaBoost下一阶

段的反面例子。最容易与文本混淆的图像区域是植被和重复结构，如栏杆或建筑物外墙。用于 AdaBoost

的功能是与基本过滤器的统计相对应的图像测试。选择这些特征来检测对于各个字母或数字的形状相

对不变的文本片段的属性。它们包括平均图像窗口内的强度，以及边数的统计。我们参考 [11]了解更

多细节。

面部的 AdaBoost后卫以类似的方式进行训练。这次我们使用 Haar基函数 [62]作为基本特征。我

们使用 FERET [49]数据库作为我们的正面例子，通过允许小的旋转和平移转换，我们有 5,000个正面

例子。我们使用与上述文本相同的策略来获得负面示例。

在这两种情况下，我们使用许多不同的阈值评估测试数据集的对数后验比率测试（参见 [62]）。与

面部工作一致 [62]，AdaBoost给出了非常高的性能，很少有误报和漏报。但是由于每张图像中有大量

的窗口，这些低错误率有些误导（见表 (8.1)）。较小的误报率可能意味着任何常规图像的大量误报。通
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Object False Positive False Negative Images Subwindows
Face 65 26 162 355,960,040
Face 918 14 162 355,960,040
Face 7542 1 162 355,960,040
Text 118 27 35 20,183,316
Text 1879 5 35 20,183,316

表 8.1: AdaBoost在不同阈值下的表现。

过改变阈值，我们可以消除误报或误报，但不能同时消除两者。我们通过显示 AdaBoost在图 8.35中提

出的面部区域和文本区域来说明这一点。如果我们通过设置阈值来尝试分类，那么我们只能以误报为

代价正确地检测所有面部和文本。

图 8.35: 这些框显示了 AdaBoost对数后验比率测试检测到的具有固定阈值的面部和文本。观察由植被，
树木结构和随机图像模式引起的误报。不可能为该图像选择没有误报和漏报的阈值。正如我们后来的
实验所示，生成模型将消除误报并恢复丢失的文本。Courtesy of Tu et al. [56].

当 Adaboost与图像解析器中的通用区域模型集成时，通用区域提议可以消除误报并找到 AdaBoost

未命中的文本。例如，未检测到图 8.35右侧面板中的“9”，因为我们的 AdaBoost 算法是在文本段上

训练的。相反，它被检测为通用着色区域，后来被识别为字母’9’，见图 8.37。图 8.37和 8.39中删除了

图 8.35中的一些误报文本和面部。

二值化算法. 用于文本的 AdaBoost算法需要用下面描述的二值化算法来补充，以确定文本字符位置。然

后将形状上下文 [4]和信息特征 [57]应用于二值化结果，以便为特定字母和数字的存在提出建议。在许

多情况下，二值化的结果是如此之好以至于可以立即检测到字母和数字（即，二值化阶段提出的提议被

自动接受），但情况并非总是如此。我们注意到二值化比边缘检测等替代方法提供了更好的结果 [10]。

图 8.36: 检测到的文本的二值化示例。Courtesy of Tu et al. [56].
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二值化算法是 Niblack [45]提出的算法的变体。我们使用基于自适应窗口大小的自适应阈值来对图

像强度进行二值化。需要自适应方法，因为包含文本的图像窗口通常具有阴影，阴影和遮挡。我们的二

值化方法通过其局部窗口 r(v)的强度分布（以 v为中心）确定每个像素 v的阈值 Tb(v)。该阈值由下式

给出

Tb(v) = µ(Ir(v))+ k · std(Ir(v)),

其中 µ(Ir(v))和 std(Ir(v))是局部窗口内的强度均值和标准差。选择局部窗口的大小作为其强度方差高于

固定阈值的最小可能窗口。参数 k =±0.2，其中 ±允许前景比背景更亮或更暗的情况。

8.10.6 图像解析实验

图像解析算法应用于许多室外/室内图像。PC（Pentium IV）的速度可与分割方法（如标准化切割 [37]

或 [58]中的 DDMCMC算法）相媲美。它通常运行大约 10-40分钟。计算时间的主要部分用于分割通用

区域和边界扩散 [68]。

a. Input image b. Segmentation c. Object recognition d. Synthesized image

图 8.37: 两幅图像的分割和识别结果。与图 8.35中显示的纯自下而上（AdaBoost）结果相比，结果得到
了改善。Courtesy of Tu et al. [56].

a. Input image b. Synthesis 1 c. Synthesis 2

图 8.38: 图 8.37中图像的特写外观。深色眼镜由通用着色模型解释，因此面部模型不必适合这部分数据。
否则面部模型会有困难，因为它会试图将眼镜贴在眼睛上。标准 AdaBoost仅以误报为代价正确分类这
些面，请参见图 8.35。我们展示了两个合成面的例子，一个（合成 1）用深色眼镜（用阴影区域建模）
和另一个（合成 2）用深色眼镜去除，即使用生成面部模型来取样被墨镜遮盖住的面部（即.眼睛）的
部分。Courtesy of Tu et al. [56].
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图 8.37, 8.38,和 8.39显示了一些具有重杂波和阴影效果的具有挑战性的例子。我们将结果分为两部

分。一个显示通用区域和对象的分割边界，另一个显示用文本符号检测的文本和面以指示文本识别，即

字母由算法正确读取。然后我们合成从似然模型 p(I|W ∗)中采样的图像，其中W ∗是通过解析算法获得

的解析图（面，文本，区域参数和边界）。合成图像用于可视化解析图W ∗，即计算机“理解”的图像内

容。

在实验中，我们观察到，与我们之前的工作 [58]相比，面部和文本模型改进了图像分割结果，后者

仅使用通用区域模型。相反，通用区域模型通过去除一些误报并恢复最初未检测到的对象来改进对象

检测。我们现在讨论具体的例子。

在图 8.35中，我们展示了两个图像，其中使用 AdaBoost纯粹自下而上检测文本和面部。选择阈值

是不可能的，因此我们的 AdaBoost算法没有误报或漏报。为了确保没有假阴性，除了’9’之外，我们不

得不降低阈值并允许由植被和重阴影引起的误报（例如标志“HEIGHTS OPTICAL”中的阴影）。

在任何阈值都没有检测到字母’9’。这是因为我们的 AdaBoost算法经过训练以检测文本段，因此没

有响应单个数字。

相比之下，图 8.37显示了这两个图像的图像解析结果。我们看到 AdaBoost提出的误报被删除了，因

为通用区域模型可以更好地解释它们。通用着色模型通过解释文本“HEIGHTS OPTICAL”上的重阴影

和女性的深色眼镜来帮助检测物体，见图 8.38。此外，现在可以正确检测到丢失的数字“9”。该算法首

先将其检测为通用着色区域，然后使用切换节点属性的子内核将其重新分类为数字。

从解析图W ∗合成图像的能力是贝叶斯方法的优点。综合有助于说明生成模型的成功，有时还有弱

点。此外，合成图像显示模型已捕获有关图像的信息量。在表 (8.2)中给出了在表示W ∗ 中使用的变量

的数量，并表明它们与 jpeg字节大致成比例。W ∗中的大多数变量用于表示分割边界上的点，并且目前

它们是独立计数的。我们可以通过有效地编码边界点来减少W ∗ 的编码长度，例如，使用空间接近度。

然而，图像编码不是我们当前工作的目标，并且需要更复杂的生成模型来合成非常逼真的图像。
Image Stop Soccer Parking Street Westwood
jpg bytes 23,998 19,563 23,311 26,170 27,790
|W ∗| 4,886 3,971 5,013 6,346 9,687

表 8.2: 与 JPG字节相比，每个图像的W ∗变量数。

在本节中，我们描述了图像解析的两个具有挑战性的技术问题。首先，可以在组合和分解模式中构

造解析图。组合模式通过对小元素进行分组来进行，而分解方法涉及检测整个对象然后定位其部分。

对于图 8.40(a)，组合模式似乎最有效。通过自下而上的测试检测猎豹，例如 AdaBoost学到的那些，

由于猎豹的形状和光度特性的大变化，似乎很难。相比之下，使用 Swendsen-Wang Cuts（[1]和第 6章）

来分割图像并使用自下而上的组合方法和具有多个级别的解析树来获取猎豹的边界是非常实用的。从

像素作为叶子开始构造解析图（图 8.40 (a)中有 46,256个像素）。使用局部图像纹理相似性来获得图的

下一级，以构建对应于图像的原子区域的图节点（其中的 113个）。然后，算法通过对原子区域进行分

组（即，每个原子区域节点将是纹理区域节点的子节点），在下一级别为“纹理区域”构建节点（其中

4个）。在每个级别，我们计算相邻节点（例如像素或原子区域）有多大可能属于同一对象或模式的判

别（提议）概率。然后，我们应用实现拆分和合并动态的转换内核（使用提议）。我们参考第 6章或 [1]

进行更详细的讨论。

对于具有较小变异性的对象，如图 8.40（b）所示，我们可以使用底部 -对立面（例如 AdaBoost）来

激活代表整个面部的节点。然后可以通过扩展面部节点来向下构建解析图（即，在分解模式中）以为面
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a. Input image b. Segmentation c. Object recognition d. Synthesized image

图 8.39: 室外图像的分割和识别结果。观察以多种比例检测面部和文本的功能。Courtesy of Tu et al. [56].

部的部分创建子节点。反过来，这些子节点可以扩展到代表更精细比例部分的孙子节点。可以使节点扩

展量适应于取决于图像的分辨率。例如，图 8.40（b）中最大的面被扩展为子节点，但没有足够的分辨

率来扩展对应于三个较小面的面节点。主要技术问题是开发一种数学标准，对于哪种类型的对象和模

式，模式最有效。这将使算法能够相应地调整其搜索策略。

第二个挑战涉及最佳排序。图像解析算法的控制策略不以最佳方式选择测试和子内核。在每个时

间步，子内核的选择独立于当前状态W（尽管选择应用子内核的图中的位置将取决于W）。此外，算法

永远不会使用一些自下而上的测试。如果选择过程需要低计算成本，那么具有自适应地选择子内核和

测试的控制策略将更有效。我们寻求一种最佳的选择控制策略，它对大量图像和视觉模式都有效。选择

标准应该选择那些最大化信息增益的测试和子内核。

我们可以使用这两个信息标准。第一个在定理 8.1中说明，并通过执行新的测试 Tst+来测量在解析图

中获得的变量w的信息。信息增益为 δ (w||Tst+)=KL(p(w|I) || q(w|Tst(I)))−KL(p(w|I) || q(w|Tstt(I),F+))，

其中 Tst(I)表示先前的测试（并且 KL是Kullback-Leibler发散）。第二个在定理 8.2中说明。它通过KL-发

散 δ (Ka) = KL(p ||µt)−KL(p ||µtKa)的减小来测量子核 Ka 的功率。当通过 Tstt(I)通知时，减小量 δa

给出子核Ka的功率的度量。我们还需要考虑选择程序的计算成本。有关如何在考虑计算成本的情况下

最佳选择测试的案例研究，请参见 [6]。
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(a) “composition” (b) “decomposition”

图 8.40: 构造解析图的两种机制。请参阅文本以获取解释。Courtesy of Tu et al. [56].
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第 8章 汉密尔顿函数和拉文蒙特卡洛算

法

“假设我们采取一定的热量并将其转化为工作。在这样做的过程中，我们没有摧毁热量，我们只将它转

移到另一个地方，或者可能将其转换为另一种能量形式。”-艾萨克·阿西莫夫

介绍

Hamiltonian Monte Carlo（HMC）是一个强大的高维连续分布采样框架。Langevin Monte Carlo（LMC）

是 HMC的一个特例，广泛用于深度学习应用程序。给定 n -维连续密度 P(X)，实现 HMC的唯一要求

是能量U(X) =− logP(X)是可微的。与其他MCMC方法（例如切片采样，Swendsen-Wang切割）一样，

HMC引入辅助变量以促进原始空间中的移动。在 HMC中，原始变量代表位置，辅助变量代表动量。每

个位置维度都有一个相应的动量变量，因此原始变量和辅助变量的联合空间的维数为 2n，是原始空间

大小的两倍。一旦引入动量变量，Hamilton方程用于模拟具有势能U 的物理系统的时间演化。Hamilton

方程的性质确保了关节空间中的运动保留了原始空间中 P的分布。

9.1 哈密顿力学

9.1.1 汉密尔顿等式

哈密顿力学原理是 HMC采样方法的基础。哈密顿力学最初是作为拉格朗日力学的替代但等价的公

式而开发的，两者都等同于牛顿力学。在哈密顿力学中，物理系统的状态由一对 n-维变量 q和 p表示。

变量 q表示系统中的位置，p表示动量。联合状态 (qp)在一个时刻提供物理系统的完整描述。HMC框

架中的位置和动量可以解释为简单动力学系统中熟悉的位置和动量概念的高维扩展。

随着时间的推移，状态 (qp)的演化由表示系统能量的标量值函数 H(qp)和一对称为 Hamilton方程

的偏微分方程控制:

dq
dt

=
∂H
∂ p

, (9.1)

d p
dt

=−∂H
∂q

. (9.2)
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H(qp)通常被称为系统的汉密顿量。根据汉密尔顿方程更新 q和 p可确保系统属性的许多属性（包括能

量）的守恒。换句话说，H(qp)保持不变因为 (qp)随时间变化。

在许多情况下，包括标准 HMC和 LMC，哈密顿量可以用可分离形式表示

H(q, p) =U(q)+K(p), (9.3)

其中U(q)代表系统的潜在能量，K(p)代表动能。哈密顿量是可分的时候

dq
dt

=
∂H
∂ p

=
∂K
∂ p

和
d p
dt

=−∂H
∂q

=−∂U
∂q

, (9.4)

汉密尔顿方程有简化形式

dq
dt

=
∂K
∂ p

, (9.5)

d p
dt

=−∂U
∂q

. (9.6)

9.1.2 HMC的简单模型

考虑在无摩擦的 2D表面上移动的点质量（图 9.1）。每个瞬时系统状态可以用 (qp)对来描述，其

中 q是一个 2D变量，给出点质量的位置（纬度和经度坐标），p是一个在每个方向给出动量的 2D变量。

系统哈密顿量的形式为 H(qp) =U(q)+K(p)，其中U(q)是点质量的高度（相对于固定参考点）和动力

学能量 K 的格式为 K(p) = ||p||2/(2m)，其中 m为质量。

点质量的运动由汉密尔顿方程确定。直观地，汉密尔顿方程表示在穿越景观时发生的动能和势能之

间的权衡。例如，在斜坡一侧具有零动量的状态将被向下拉动，并且其势能将在最陡下降的方向上转换

为运动（动能）。另一方面，如果点质量沿平坦平面向前移动然后遇到障碍物，则动能转移到势能，如

果障碍物足够陡峭，质量将减缓甚至反向到朝向平原的方向。

这个简单的模型非常类似于汉密尔顿蒙特卡罗的“物理系统”。在 HMC中，q表示目标密度的 n-维

空间中的一个点

P(q) =
1
Z

exp{−U(q)}. (9.7)

与其他MCMC方法一样，不需要难以处理的标准化常量 Z。HMC只要求U(q)是可微分的，因为汉密

尔顿的方程涉及U 的导数。在实践中，动量 p遵循多元正态分布，其具有能量函数

K(p) =
1
2

pᵀΣ−1 p (9.8)

对于正定协方差矩阵 Σ。最简单的选择是 Σ=σ 2In，当 Σ=
√

m时，它给出标准动能方程K(p)= ||p||2/(2m)。

HMC不需要 p的特定分布，但是从正态分布中采样的简单性以及与信息几何的重要连接（参见章节 9.5）

使得高斯动量成为自然选择。

在每次 HMC迭代开始时，采样新动量 p。然后使用汉密尔顿方程更新联合状态 (q, p)以达到提议

状态 (q∗, p∗)。与随机游动方法不同，其中位移与
√

t 成比例，HMC轨迹期间的位移可以在 t 中线性缩
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图 9.1: 二维哈密顿力学图在一个瞬间。位置 q代表原始变量，动量 p是一个辅助变量，其维度与 q相
同。目标能量 U(q) 是 R3 中的 2D 表面。对 (qp) 完全描述系统状态的一个瞬间。系统具有哈密顿量
H(qp) =U(q)+K(p)，Hamilton的等式（9.1）和（9.2）定义 (qp)随时间变化。引入允许在 q中移动的
p，保留分配 P(q) = 1

Z exp{−U(q)}。

放。因此，HMC可以在每次迭代中制定有效的全局提案。在实践中，汉密尔顿方程无法准确求解，并

且必须包括Metropolis-Hastings接受步骤。至关重要的是，从 HMC获得的 q的边际分布具有固定分配

P(q)。整个轨迹中的位置变量 q保留为 P(q)的样本，并且动量 p被丢弃。

9.2 哈密顿力学的性质

哈密顿力学有几个重要的属性，可确保 HMC定义有效的抽样方法。本节介绍 Hamilton方程的理

想连续时间解的性质。实际上，Hamilton方程不能明确求解，必须使用离散数值近似。除了用于保存能

量，9.3表示可以在离散时间实现中保留相同的属性。

9.2.1 节约能源

使用 Hamilton 方程更新物理系统会保留 Hamiltonian H(q, p) 的值，因此即使 q 和 p 会有所不

同,H(q, p) 的值应该随时间保持不变。换句话说，汉密尔顿方程定义的路径沿哈密顿量 H(q, p) 的水

平曲线移动（见图 9.2）。
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图 9.2: 对于 q ∼ N(0,1)和 p ∼ N(0,1)，汉密尔顿函数 H(q, p) =U(q)+K(p) = (q2 + p2)/2 . 单个 HMC
轨迹的路径限制为 H 的水平曲线。可能的水平曲线以红色显示。

能量守恒的证据很简单：

dH
dt

=
n

∑
i=1

[
∂H
∂qi

dqi

dt
+

∂H
∂ pi

d pi

dt

]
=

n

∑
i=1

[
∂H
∂qi

∂H
∂ pi
− ∂H

∂qi

∂H
∂ pi

]
= 0.

此属性在HMC中很重要，因为它确保H(q, p)=H(q∗, p∗)，其中 (q, p)是关节空间中的先前状态和 (q∗, p∗)

是建议的状态。结合哈密顿力学的其他性质，能量守恒可以用来表明理想的 HMC 定义了一个接受概

率为 1的 Metropolis-Hastings提议。实际上，因为必须使用离散数值近似来求解 Hamilton方程，因此

H(q, p)可能与 H(q∗, p∗)不同，所以这个属性只是近似为真。如果近似是准确的，则该差异应该相对较

小，并且仍然可以实现高接受概率。

9.2.2 可逆性

由哈密顿力学定义的 (q(t), p(t))到 (q(t+s), p(t+s))的映射是唯一的，因此是可逆的。如果H(q, p)=

U(q)+K(p) 和 K(p) = K(−p)，在具有高斯动量的标准 HMC 中为真，那么在路径末尾对 p 取反可以

明确地给出逆映射，同时将系统演化为 s，然后再次取反 p。在这种情况下因为 T (q(t + s),−p(t + s)) =

(q(t), p(t)) (见图 9.3)，所以映射 T : (p(t),q(t)) 7→ (q(t + s),−p(t + s))是完全可逆的。可逆性将用于表明

HMC满足详细的平衡，这是证明MCMC方法具有所需静态分布的最简单方法。在 Hamilton方程的离

散实现中可以精确地保留可逆性。

9.2.3 辛结构和体积保存

对于任何平滑函数 H :R2n→R，Hamilton方程在流形上定义一种特殊类型的向量场和一个辛结构

R2n。辛的流形是一个光滑的流形 M（实际上，通常是R2n），差分 2形式 ω 称为辛形式。与R2n 中的
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图 9.3: 具有可分离哈密顿量的 1D HMC 的可逆性 H(q, p) = U(q)+K(p) 和 K(p) = K(−p)。通过根据
Hamilton方程为时间 s更新状态 (q, p)定义的坐标变化，并且在轨迹末尾（顶行）取反 p可以通过相同
的过程完全颠倒（底行））。

Hamilton方程相关的标准辛形式是 ω =

(
0 In

−In 0

)
,因为

d
dt
(q, p) = ω

dH
d(q, p)

.

一般来说，ω 只需要在 M 上关闭且不退化的 2-形式。辛形式可以直观地理解为从哈密顿量 H(q, p)的

差分 1形式 dH 生成向量场的方式。

通过积分 Hamilton方程得到的解（或等效地流动在由汉密尔顿算子 H 上导致的矢量场上的辛流形

M）具有保留辛形式 ω 的重要特性。换句话说，映射 (q(t), p(t)) 7→ (q(t + s), p(t + s))超过 (q, p) ∈M定

义了从M到自身的差异性，尊重 ω 的结构。哈密顿量流下 ω 的不变性是哈密顿力学的许多守恒性质的
数学基础，包括能量守恒。

保留 2形式 ω 的一个重要结果是 Hamilton方程下的体积守恒，这一结果被称为路易斯维尔定理。

使用辛几何，这个定理的证明非常简单。M上的非简并 2-form ω 可以提升到 nth能量来定义一个非简并

卷形式 ωn（ωn 是 2n-形式，因为 ω 是 2-形式），并且在 Hamiltonian流量下保留 ω 意味着保留 ωn 的音

量。此属性对于 HMC很重要，因为它确保从 Hamilton方程获得的坐标 (q, p) 7→ (q∗, p∗)的变化具有绝

对值为 1的行列式的雅可比行列式。如果没有体积保存，计算雅可比行列式的决定因素以在每个提议

之后重新调整密度的难度将使 HMC在实践中不可行。如果使用正确的更新方案，则体积保持可以精确

地保持在 Hamilton方程的离散实现中。

可以给出一个简单的只使用 Hamilton方程而不参考辛几何的体积保持证明。设可以给出一个简单
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的是由 Hamilton方程定义的向量场。那么 V 的分歧到处都是 0，因为

div(V ) =
n

∑
i=1

(
∂

∂qi

dqi

dt
+

∂
∂ pi

d pi

dt

)
=

n

∑
i=1

(
∂

∂qi

∂H
∂ pi
− ∂

∂ pi

∂Hi

∂qi

)
=

n

∑
i=1

(
∂ 2H

∂qi∂ pi
− ∂ 2H

∂qi∂ pi

)
= 0,

并且可以显示具有偏差 0的矢量场来保持体积。

9.3 Hamilton方程的 leapfrog离散化

除了最简单的系统外，不可能精确地求解 Hamilton方程，因此哈密顿力学的数值实现必须依赖于

对真实连续解的离散近似。在讨论最有效和广泛使用的离散化之前，引入了两种不太有效但具有指导

性的方法，它们被称为 Leapfrog积分器。

9.3.1 欧拉的方法

在汉密尔顿方程下离散哈密顿量 H 的时间演化的最直接的方法是通过一些小步长 ε 同时更新 q和

p，如下所示：

p(t + ε) = p(t)+ ε
d p
dt

(q(t), p(t)) = p(t)− ε
∂H
∂q

(q(t), p(t)),

q(t + ε) = q(t)+ ε
dq
dt

(q(t), p(t)) = q(t)+ ε
∂H
∂ p

(q(t), p(t)).

这种离散化被称为欧拉方法。它不会保留音量，只需几步就可能导致不准确的近似值。

9.3.2 改进的欧拉方法

Euler方法的改进是改进的 Euler方法，它使用 q和 p的交替 ε-size更新。当能量函数具有可分离

形式 H(q, p) =U(q)+K(p)，（9.5）和（9.6）保持并更新 q仅取决于 p（反之亦然）。根据这一观察结果，

Modified Euler方法包括使用步长 ε 更新当前 q的当前 p，然后使用更新后的 p更新当前 q相同的步长

ε 如下：

p(t + ε) = p(t)− ε
∂U
∂q

(q(t)), (9.9)

q(t + ε) = q(t)+ ε
∂K
∂ p

(p(t + ε)). (9.10)

颠倒 p和 q的更新顺序同样有效。交替更新是剪切变换，这保留了体积。通过保持 Hamilton方程的真

实连续解的体积保持性质，改进的欧拉方法提供了比朴素欧拉方法更好的离散化。当哈密顿量具有可

分离形式 H(q, p) =U(q)+K(p)时，Modified Euler方法仅保留体积。

与汉密尔顿方程的真正解法不同，由于更新的顺序所以修正的欧拉方法是不可逆的。假设 K(p) =

K(−p)并考虑一个从 (q, p)开始的提议，更新 p然后 q使用Modified Euler以达到新状态 (q∗, p∗)，最后

取反动量达到 (q∗,−p∗)。可以在 (q∗,−p∗)开始一个新链，更新 q∗ 然后 −p∗ 用并用Modified Euler达到

q− p并且取反达到 (q, p)的动量。另一方面，从 (q∗,−p∗)开始并将更新顺序 −p∗加入到原始提议并应
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用，这时 q∗可能会导致状态关闭，但是由于离散化错误，它不等于 (q, p)。理想的积分器应该能够在不

改变积分器本身的情况下精确地倒转所有更新（即，倒转更新顺序）。

9.3.3 Leapfrog积分器

Leapfrog积分器是 Modified Euler方法的近似，它是 HMC中使用的标准离散积分方案。当哈密顿

量具有可分离形式 H(q, p) =U(q)+K(p)时，(9.5)和 (9.6)保持并且 Leapfrog积分器满足体积保持和可

逆性，这是 Hamilton方程的真正连续解的理想特性。下面给出了 Leapfrog积分器大小的一个步骤，其

中 ε 是步长的参数：

p(t + ε/2) = p(t)− (ε/2)
∂U
∂q

(q(t)), (9.11)

q(t + ε) = q(t)+ ε
∂K
∂ p

(p(t + ε/2)), (9.12)

p(t + ε) = p(t + ε/2)− (ε/2)
∂U
∂q

(q(t + ε)). (9.13)

一个 Leapfrog更新包含一个 (ε/2)-大小更新的 p和旧的 q，接着是一个 ε-大小的更新 q和新的 p，其次

通过 (ε/2)-大小更新 p和新的 q。当执行多个 Leapfrog步骤时，上述方案相当于仅在轨迹的开始和结束

时执行 p的半步更新，并且在 q和 p之间的全步更新之间交替，因为 p的两个 (ε/2)-大小更新和旧步

骤的结束以及新步骤的开始相当于 p的单个 ε-大小的更新。

修改的 Euler方法和 Leapfrog方法之间的唯一区别是将 P的初始 ε-大小的更新在修改的 Euler轨迹

中拆分为 p两个 (ε/2)-步的更新步骤分别在在 Leapfrog轨迹的开头和结尾。

9.3.4 Leapfrog积分器的属性

Leapfrog积分器的对称性确保了可逆性，因为可以通过取反 p，应用 Leapfrog积分器并再次否定 p

来反转单个 Leapfrog步骤。在 HMC的一般情况下，在轨迹末端的 p的否定是可逆的，但在实践中当使

用高斯辅助变量时可以忽略它，因为 K(p) = K(−p)。

Leapfrog积分器的体积保持与修改的 Euler方法的原因相同：当哈密顿量具有可分离形式 H(q, p) =

U(q)+K(p)时，q的更新仅取决于 p，反之亦然。因此，由 Leapfrog方程（9.11）定义的坐标 (q(t), p(t)) 7→
(q(t + ε), p(t + ε))的变化，（9.12）和（9.13）是三个剪切变换的组合，每个剪切变换都有一个雅可比行

列式 1。该组合定义了雅可比行列式 1的单个坐标变化，因为组合的雅可比行列式是各个坐标变化的雅

可比行列式的乘积。

由（9.11）定义的映射 (q(t), p(t)) 7→ (q(t), p(t + ε/2))的非正式证明是如下所示的切变转换。用几

乎相同的证明可以表示（9.12）和（9.13），以及（9.9）和（9.10），也是切变转换。

设 Jp =

(
∂q∗

∂q
∂q∗

∂ p
∂ p∗

∂q
∂ p∗

∂ p

)
是对应于 (q(t), p(t)) 7→ (q(t), p(t+ε/2))坐标变化的雅可比行数 (q, p) 7→ (q∗, p∗)。

考虑一些初始状态 (q(0), p(0)) 及其近邻 (q′(0), p′(0)) = (q(0) + δuq, p(0) + δup) 为某些单位向量 u =
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欧拉方法

q(0), p(0) q(ε), p(ε) q(2ε), p(2ε) q(3ε), p(3ε)

更新 q 更新 q 更新 q

更新 p 更新 p 更新 p

Modified Euler’s Method

q(0), p(0) q(0), p(ε) q(ε), p(ε) q(ε), p(2ε) q(2ε), p(2ε)

更新 q 更新 q

更新 p 更新 p

Leapfrog Method

q(0), p(0) q(0), p(ε/2) q(ε), p(ε/2) q(ε), p(3ε/2) q(2ε), p(3ε/2) q(2ε), p(2ε)

更新 q

半更新 p 更新 p

更新 q

半更新 p

图 9.4: 三种 Hamilton方程积分方法的可视化。顶部：欧拉的方法。同时更新 p和 q会产生较差的近似
值。Middle：改进的 Euler方法。当哈密顿量可分离形式为 H(q, p) =U(q)+K(p)时，p和 q的交替更新
可以保留交易量。由于更新顺序所以它不可逆。Bottom：Leapfrog方法。Leapfrog方法与Modified Euler
方法相同，只是在轨迹的开头和结尾处有半步 p更新。可逆性需要半更新。

(uq,up)和一些小 δ > 0。这两个状态的 Leapfrog更新的第一步由下式给出

p(ε/2) = p(0)− (ε/2)
∂U
∂q

(q(0)),

p′(ε/2) = p′(0)− (ε/2)
∂U
∂q

(q′(0)) = p(0)+δup− (ε/2)
∂U
∂q

(q(0)+δuq),

和 q(ε/2) = q(0)，因为 q在此步骤期间未更新所以 q′(ε/2) = q′(0) = q(0)+δuq。使用泰勒展开，对于小

的 δ， ∂U
∂q (q(0)+δuq)≈ ∂U

∂q (q(0))+δ [ ∂ 2U
∂q2 (q(0))]uq。因此(

q′(ε/2)−q(ε/2)

p′(ε/2)− p(ε/2)

)
≈ δ

(
In 0

−(ε/2) ∂ 2U
∂q2 (q(0)) In

)(
uq

up

)

让 δ 变为 0意味着

Jp =

(
∂q∗

∂q
∂q∗

∂ p
∂ p∗

∂q
∂ p∗

∂ p

)
=

(
In 0

−(ε/2) ∂ 2U
∂q2 In

)

这是一个带有行列式 1的剪切矩阵。注意 ε 是任意的且在此证明中是固定的，并且该限制仅在空间扰
动 δ 中进行。Leapfrog Integrator精确保留任何 ε 的空间。通过使用导数 ∂U

∂q or ∂K
∂ p 相同方法的泰勒展开，

可以发现 Leapfrog的另外两个更新步骤是剪切变换。
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如果在 HMC中使用高斯辅助变量，则由公式（9.12）给出的 q-更新具有形式的雅可比行列式

Jq =

(
In ε Σ−1

0 In

)

其中 Σ是 p的协方差矩阵。使用带有 Σ ≈ ∂ 2U
∂q2 的高斯提议可以显着改善通过 q-空间的移动，尤其是在

受最大和最小线性方向的受限宽度之间具有高比率的分布进行采样时，即局部协方差的最大和最小特

征值之间的较大比率。不幸的是，如果能量函数U 没有恒定曲率，那么 Σ的理想选择随着 q的位置而

变化，在这种情况下，H(q, p)不再是可分离的，Leapfrog积分器不能保留空间，解决汉密尔顿方程变得

更加困难。有关详细讨论，请参见章节 9.5。

9.4 汉密尔顿蒙特卡洛和朗格文蒙特卡洛

本节介绍 HMC方法，以及称为 Langevin Monte Carlo（LMC，也称为Metropolis-Adjusted Langevin

算法或MALA）的 HMC的特例。讨论了 HMC调优，该部分以 HMC满足详细平衡的证据结束。

9.4.1 HMC的公式

为了与前面章节中使用的符号一致，在 HMC期间要采样的目标密度将写为

P(q) =
1
Z

exp{−U(q)} (9.14)

对于 q ∈Rn 和平滑势能函数U :Rn→R与规范化常数 Z。有关在 HMC中处理约束的讨论，以便 q可

以限制为集合 U ⊂Rn，请参阅 [7]。在贝叶斯推断中，U 是一组参数 q和数据集 X 的后验分布的负对

数，具有先前的 π 和对数似然 l，即

U(q) =− log[π(q)]− l(X |q).

HMC是辅助变量方法，标准辅助变量是 p∼ N(0,Σ)，负对数密度

K(p) =
1
2

pᵀΣ−1 p (9.15)

对于一些 n×n正定的协方差矩阵 Σ。(q, p) ∈R2n 对具有联合密度

P(q, p) =
1
Z

exp{−H(q, p)}= 1
Z

exp
{
−U(q)− 1

2
pᵀΣ−1 p

}
(9.16)

和联合能量函数

H(q, p) =U(q)+K(p) =U(q)+
1
2

pᵀΣ−1 p. (9.17)
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联合概率密度 P(q, p) = 1
Z e−H(q,p)具有边缘分布 q∼ 1

Z exp−U(q)因为

∫
Rn

P(q, p)d p =
1
Zq

e−U(q)
∫
Rn

1
Zp

e−
1
2 pᵀΣ−1 pd p =

1
Zq

e−U(q). (9.18)

因此，从联合密度 P(q, p)中抽样将提供跟随目标密度 P(q)的样本 q。

本书仅讨论正态分布的辅助变量，由于多种原因，正常的辅助变量是自然选择。物理中使用的标准

能量函数 K(p) = ||p||2/m在 Σ = mIn 时与 (9.15)相等。正太分可以准确有效得进行模拟更重要的是，具

有高斯动量的 HMC必须与信息几何有重要联系，这有助于正确调整动量协方差 Σ（参见章节 9.5）。

9.4.2 HMC算法

让U 成为目标能量函数，让 q成为当前状态。首先，从 N(0,Σ)中抽取正常的辅助变量 p。然后，在

状态 (q, p)上执行步长 ε 的 LLeapfrog更新。最后，Metropolis-Hastings步骤用于接受或拒绝提议 (q∗, p∗)

以纠正来自 Leapfrog Integrator的离散化错误。在接受步骤之后，丢弃 p∗并为下一个 HMC步骤生成新

的 p。标准 HMC算法如下。

HMC算法
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输入:可微能量函数U(q)，初始状 q0 ∈Rn, n×n p.d. 协方差矩阵 Σ，步长 ε，Leapfrog步数 L，迭代

次数 N

输出:马尔可夫链样本 {q1, . . . ,qN}，固定分配U

对于 i = 1 : N,

1. 产生动量 pi−1 ∼ N(0,Σ).

2. 设 (q′0, p′0) = (qi−1, pi−1)。从 (q′0, p′0)开始执行 LLeapfrog更新，以达到提议状态 (q′0, p′0)，如下所

示：

(a) 做 p的前半步更新，

p′1
2
= p′0− (ε/2)

∂U
∂q

(q′0). (9.19)

(b) 对于 l = 1 : (L−1),执行 q和 p的交替全步更新：

q′l = q′l−1 + εΣ−1 p′l− 1
2
, (9.20)

p′l+ 1
2
= p′l− 1

2
− ε

∂U
∂q

(q′l). (9.21)

如果 L = 1，这是 LMC算法，请跳过此步骤。

(c) 计算最后的全步 q-更新和最后的半步 p-更新

q′L = q′L−1 + εΣ−1 p′L− 1
2
, (9.22)

p′L = p′L− 1
2
− (ε/2)

∂U
∂q

(q′L). (9.23)

然后建议的状态是 (q∗, p∗) = (q′L, p′L)。

3. 根据Metropolis-Hastings接受概率接受建议的状态 (q∗, p∗)

α = min
(

1,exp
{
−
(

U(q∗)+
1
2
(p∗)ᵀΣ−1 p∗

)
+

(
U(qi−1)+

1
2

pᵀ
i−1Σ−1 pi−1

)})
. (9.24)

如果提议被接受，那么 qi = q∗。否则，qi = qi−1。在提案之后，可以丢弃 pi−1 和 p∗。

注释 1:HMC算法中步骤 2结束时的建议状态应该是 (q∗, p∗) = (q′L,−p′L)需要在 Leapfrog轨迹的最后对

动量取反来确保 HMC的可逆性和详细平衡，如下一节所示。由于高斯分布的 K(p) = K(−p)，步骤 3中

的计算不会改变 p∗ = p′L 或 p∗ =−p′L，以及否定可以安全地忽略。

注释 2:可以使用不同的协方差矩阵 Σ来生成每个 pi。但是，必须在单个提案的持续时间内使用相同的

Σ。在 Leapfrog迭代之间更改 Σ会破坏 Leapfrog更新的剪切结构，并且无法再保证详细的平衡。这是

RMHMC方法的主要障碍，其通过允许基于当前位置的依赖性 Σ(q)来考虑局部流形结构。
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步骤 3中的Metropolis-Hastings接受概率对应于 P(q, p)的联合密度的比率：

α = min
(

1,
P(q∗, p∗)

P(qi−1, pi−1)

)
= min

(
1,

exp{−H(q∗, p∗)}
exp{−H(qi−1, pi−1)}

)
= min

(
1,

exp{−U(q∗)−K(p∗)}
exp{−U(qi−1)−K(pi−1)}

)
.

Leapfrog更新是确定性的，体积保持不变，并且完全可逆，因此没有转换概率 Q((q, p) 7→ (q∗, p∗))出现在

Metropolis-Hastings 比率中，只有密度 Pq, p。汉密尔顿方程的真正连续解完全满足 H(q, p) = H(q∗, p∗)

的建议 (q∗, p∗)根据由自初始状态 (q, p)生成 Hamilton等式。因此，如果 Hamilton方程的精确解可用，

则Metropolis-Hastings接受概率总是等于 1。

由于必须使用 Leapfrog离散化，因此 H 的值不完全保守，并且需要 Metropolis-Hastings步骤来纠

正此错误。为了获得 Hamilton方程的精确近似和高接受概率，有必要正确调整采样变量 Σ，ε 和 L。理

论上，对于任何参数设置，HMC都具有静态分布 1
Z e−U(q)，但是与任何 MCMC方法一样，良好混合需

要良好的调整。有关调整 HMC参数的详细信息，请参见 9.4.4部分。

需要在每次迭代中采样新的动量 pi以满足 HMC中的遍历性。回想一下 H(q, p)保持（近似）不变，

因为 (q, p)被更新。如果 H(q, p) =U(q)+K(p) and K(p) = (1/2)pᵀΣ−1 p，那么显然是U(q)≤ h = H(q, p)

用于轨迹中的所有 q，这限制了可以访问的可能状态（特别是 {q : U(q) > h} 不能到达）。每个新动量
都将探索限制在哈密顿量 H(q, p) 的单级曲线上，这可能无法涵盖 q 的整个空间。刷新动量允许沿着

H(q, p)的不同水平曲线移动，这对于 HMC的遍历性是必要的。

9.4.3 LMC算法

Langevin Monte Carlo 或者说 LMC 只是 HMC 算法，只执行 L = 1 Leapfrog 更新。LMC 相当于

Langevin方程

q(t + ε) = q(t)− ε2

2
Σ−1 ∂U

∂q
(q(t))+ ε

√
Σ−1 z (9.25)

在额外 p-更新的优化中和Metropolis-Hastings接受步骤中使用 z∼N(0, In)），将得到
1
Z e−U(q)上的采样算

法。LMC算法可以使用上一节中的 HMC算法实现，其中 L = 1，但通常以稍微更紧凑的方式完成，只

有一个 q-更新和一个 p-更新，如下所示。
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LMC算法

输入:离散能量函数U(q),初始状态 q0 ∈Rn, n×n P.D.协方差矩阵 Σ,步长 ε ,迭代次数 N

输出:固定分布U 的马尔可夫链样本 {q1, . . . ,qN}

对于 i = 1 : N,

1. 产生动量 pi−1 ∼ N(0,Σ).

2. 设 (q′0, p′0) = (qi−1, pi−1). 根据 Langevin方程更新 q:

q′1 = q′0−
ε2

2
Σ−1 ∂U

∂q
(q′0)+ εΣ−1 p (9.26)

并根据 Leapfrog更新更新 p

p′1 = p′0−
ε
2

∂U
∂q

(q′0)−
ε
2

∂U
∂q

(q′1). (9.27)

那么建议的状态就是 (q∗, p∗) = (q′1, p′1).

3. 根据Metropolis-Hastings的接受概率接受提议状态 (q∗, p∗)

α = min
(

1,exp
{
−
(

U(q∗)+
1
2
(p∗)ᵀΣ−1 p∗

)
+

(
U(qi−1)+

1
2

pᵀ
i−1Σ−1 pi−1

)})
. (9.28)

如果提议被接受那么 qi = q∗. 否则, qi = qi−1. 动量 pi−1 可以在提案后丢弃。

在（9.26）中的 q-更新的表达式显示了作用于 LMC中原始空间的两个竞争力，并且在 HMC的每

个 Leapfrog更新中都有相同的原则。− ε2

2 Σ−1 ∂U
∂q (q

′
0)由一个 p.d.矩阵重新调整简单梯度下降，大致相当

于能源领域的“引力”。当动量协方差是 Fisher信息 Σ(θ) = EX |θ

[
∂ 2U
∂θ 2 (X |θ)

]
为贝叶斯推理问题给出观察

X，这个词成为自然梯度 Σ−1(θ) ∂U
∂θ（Amari,[1]），它适应参数空间的局部曲率。 ∂U

∂θ .Fisher信息总是正定

的，自然梯度比天真梯度 ∂U
∂θ 具有更好的性能和不变性。

术语 εΣ−1 p= ε
√

Σ−1z粗略对应于随机“风”。梯度项的引力应该超过扩散项沿能量斜率的随机力，但

是一旦达到局部最小值并且梯度消失，扩散项就变得占主导地位。需要明智地选择 Σ，以确保一旦链条到
达能源盆地的底部，随机扩散力可以提出有意义的提议。如果 Σ(q)≈ ∂ 2U

∂q2 ,然后
√

Σ(q)−1z∼N(0,Σ(q)−1)

并且扩散力遵循局部协方差结构 [ ∂ 2U
∂q2 ]

−1，以便“风”主要沿着局部流形吹动。想象一下，当地的景观是

一个峡谷（见图 9.5）。如果风垂直吹向峡谷的墙壁，峡谷的陡峭边缘将阻止任何有意义的运动。但是，

如果风向平行于峡谷，则可以通过峡谷移动。

LMC具有与“完整”HMC不同的属性，LMC使用了大量的 Leapfrog更新 L。由于在 LMC中只有一

步之后就丢弃了动量，因此不鼓励连续的提议向同一方向移动，LMC在随机游走中探索景观U(q)。与不

使用局部几何的 Random-Walk Metropolis-Hastings不同，LMC更新中使用的梯度信息有助于优化阶段

的采样，但 HMC在扩散阶段具有更好的理论属性，因为重复更新相同的动量 p可以导致关节空间中更

长的轨迹。但是，在某些情况下，LMC比完整HMC更有用。实现 LMC的 q-dependent动力 p∼N(0,Σ(q))
的动态近似比 HMC更实际和准确，将在下面 RMHMC部分讨论。在复杂的景观中，HMC的好处受到
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图 9.5: 在“峡谷”潜在的U 山谷中扩散。左：当来自 HMC的动量 p指向陡峭的峡谷壁时，q的移动将
很快被逆转并且粒子被卡住。右：当来自 HMC的势头指向峡谷谷时，因为没有遇到障碍,q是可以自由
移动的。在U 的局部最小值附近进行有效采样需要一个反映局部缩放的动量协方差（参见章节 9.5）。

Leapfrog动力学的不稳定性的限制，并且通常必须保持 Leapfrog步数 L的数量以实现合理的接受率，在

这种情况下，HMC和 LMC非常相似。

9.4.4 调整 HMC

本节讨论使用固定的 Σ调整标准 HMC设置中的 ε 和 L参数。因为通过重新调整 q-空间可以自然

地将结果扩展到任意 Σ，如 Lemma9.1，所以考虑 Σ = In 就足够了。调整 Σ是 9.5部分的主要主题。

为了使 Leapfrog Integrator能够准确地模拟 Hamilton方程以便 H 在整个 Leapfrog更新中保持近似

恒定，步长 ε 必须足够小。由于 Metropolis-Hastings接受度取决于原始装填与提案之间的 H 差异，较

小的步长往往具有较高的接受率，因为 H 不会改变那么多。另一方面，如果 ε 太小，那么链条将保持
几乎静止，有效采样变得不可能。在新环境中调整 HMC的一种简单方法是设置 Σ = In，L = 1，并改变

ε，直到获得 40% - 85%的接受率。该范围在高接受度和良好运动之间提供了良好的平衡，并且在任一

方向上更极端的 ε 都不可能显着改善 HMC性能。在状态空间的不同区域可能需要不同的 ε 值。
当 Σ = In 时，理想步长 ε∗ 应该在能量范围中局部区域的最受约束的线性方向上大致等于 U(q)的

宽度。如果景观是高斯或近似高斯，则 ε∗ 应该接近局部协方差矩阵的最小特征值的平方根。当 ε 远大
于U(q)的最小边际标准偏差时，（9.20）中的 q-更新将导致低接受率，因为球形辅助变量将作出沿着最

受限制的方向的不太可能的提议。另一方面，当 ε 和最小标准差大致相等时，应该以相当高的概率接受
建议，因为任何方向上的局部偏差将给出与当前状态具有大致相同能量的状态。

由于每个 Leapfrog更新在 q-空间移动约 ε 的距离，忽略渐变的影响，ε 最多限制为 q的最小边际

标准差，在单个 HMC步骤中达到几乎独立状态所需的 Leapfrog步数 L∗ ≈
√

λmax/ε∗，其中 λmax 是 q-空

间的局部协方差的最大特征值。记住除非遇到能量景观中的障碍物，汉密尔顿轨迹不是随机行走并且

往往沿着相同的方向移，因此位移与步数 L成线性比例。在简单的景观中，因为 Leapfrog动态非常准
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确 L可能非常大（超过 100），但在更复杂的景观中，当 L变得太大时，HMC轨迹的接受率会迅速下

降。如果 εL不是最大标准差的量级，HMC将表现出自相关性，并且无法有效地在空间中移动。有关这

些原则的实验演示，请参见章节 9.6。

σmaxσmin

ε∗ ≈ σmin

L∗ ≈ σmax/σmin

图 9.6: 在 Σ =U
(

σ 2
min 0
0 σ 2

max

)
Uᵀ时，q∼N(0, Φ)的等级曲线（一个标准差）. 设 p∼N(0, In). 优化步长

为 ε∗ ≈ σmin,因为较大的提议将导致可能被拒绝的 U 的高能区域，而较小的提案效率较低。另一方面，
设置 L∗ ≈ σmax/σmin需要在每次 HMC迭代中制作全局提案。当 σmax/σmin很大时可能会出现问题，因为
在经过多次更新后，Leapfrog动态通常会变得不稳定。在重新缩放部分之后，相同的原则适用于动量协
方差 Σ 6= In9.5.1.

局部相关性可能在整个状态空间中剧烈变化，而且在一种景观模式中有效的参数设置可能在另一

模式中表现不佳。但是，使用 RMHMC（9.5可以缓解这些问题，因为 ε 变为“无量纲”数量，少量的
Leapfrog步骤（甚至 L = 1）仍然可以提供良好的空间移动。

9.4.5 HMC的详细平衡证明

最简单的方法表明 MCMC采样方法保留分布 P是为了表明该方法对于 MCMC方法定义的提议密

度 T 满足详细的平衡关系

P(x)T (x 7→ x∗) = P(x∗)T (x∗ 7→ x) (9.29)

对于 MCMC方法定义的提议密度 T。下面给出了 HMC满足详细平衡的证据。还可以证明 HMC是遍

历的并且保证探索整个 q-空间，前提是在每次 HMC更新开始时从一个小的随机间隔中选择 ε。需要随
机选择 ε 以确保理论上的遍历性，因为在 HMC期间可能出现完全或近乎完全的周期性的轨道，但这种

现象仅存在于 ε 的窄带中。有关详细信息，请参阅 [5]。

Theorem 9.1 HMC算法满足详细的平衡并且具有静态分布 P(q) = 1
Z e−U(q)。

证明 9.4.1 足以证明为了表明 HMC过程中 q的固定分布遵循 P(q, p) = 1
Z e−U(q)−K(p)，HMC步骤满足联

合分布的详细平衡 P(q, p) = 1
Z e−U(q)−K(p)，如（9.18）所示。For this proof, p ∼ 1

Z e−K(p) 对于这个证明，

p∼ 1
Z e−K(p)用于平滑能量函数Rn 中的 K，在 K(p) = K(−p)时（不一定是高斯）。

设 q∼ 1
Z e−U(q).在 HMC算法的第 1步中生成 p∼ 1

Z e−K(p) 后，很明显 (q, p)∼ P(q, p)因为联合密度

的可分解形式所暗示的 q和 p的独立性。设提议 (q∗, p∗)是从 (q, p)状态执行大小 ε 的 LLeapfrog并且

在轨迹的终点取反 p。如章节 9.3.4所示，每个 Leapfrog步骤是带有行列式 1的坐标的变化，并且轨迹
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末尾的 p的取反是坐标的变化，雅可比行列式的绝对值为 1。因此，(q, p) 7→ (q∗, p∗)是坐标的变化，雅

可比行列式的绝对值为 1，因为坐标变化的组成的决定因素是决定因素每个变化的乘积。通过改变概率

密度的坐标规则

g(y) = f (x)
∣∣∣∣det

(
dx
dy

)∣∣∣∣
其中 f (x)是原始密度，而 g(y)是映射 x 7→ y的新密度，因此 (q∗, p∗)具有与 (q, p)相同的密度函数，因

为 |det(dx/dy)| = 1。因为将 L Leapfrog步骤的大小 ε 应用于 (q∗, p∗)并在轨迹末尾否定 p∗ 将给出原始

状态 (q, p)，该提议也是完全可逆的。

由于映射 (q, p) 7→ (q∗, p∗)是确定性且可逆的，因此 HMC算法定义的提议密度 T 是

T ((q, p) 7→ (q∗, p∗)) = min(1,exp{−(U(q∗)+K(p∗))+(U(q)+K(p))}) ,

T ((q, p) 7→ (q′, p′)) = 0 if (q′, p′) 6= (q∗, p∗).

类似地，从 (q∗, p∗)开始的转换密度仅对于提案 (q, p)非零，并且具有形式

T ((q∗, p∗) 7→ (q, p)) = min(1,exp{−(U(q)+K(p))+(U(q∗)+K(p∗))}) .

HMC的详细平衡方程（9.29）是

1
Z

e−U(q)−K(p)min
(

1,
exp{−U(q∗)−K(p∗)}
exp{−U(q)−K(p)}

)
=

1
Z

e−U(q∗)−K(p∗)min
(

1,
exp{−U(q)−K(p)}

exp{−U(q∗)−K(p∗)}

)
这显然是真的。因此，HMC满足详细的平衡并保留联合分布 1

Z e−U(q)−K(p)。

9.5 黎曼流形 HMC

Riemann Manifold HMC（或 RMHMC）通过允许辅助动量变量 p的协方差矩阵在能源领域的当前

位置 q上具有依赖性 Σ(q)来扩展标准 HMC方法。这可以极大地改善 HMC的采样特性，特别是在 q的

分布集中在状态空间中的低维流形上的情况下。

具有 Sigma = In 的传统 HMC在这些情况下无效，因为接受所需的步长必须是 q的最小标准差的

量级，这将比沿着主要复杂维度的标准偏差小几个数量级。使用大量的 Leapfrog步骤 L只能部分弥补

这种差异，而在复杂的景观中，当 L太大时，轨迹会变得不稳定。

另一方面，RMHMC 使用局部几何图形沿着局部流形在有意义的方向上提出建议，从而仅通过少

量的 Leapfrog步骤实现更好的采样。依赖性 Σ(q)使 RMHMC的动态变得复杂，并且需要额外的计算考

虑，其中一些是非常有问题的。虽然在许多实际情况下确切的 RMHMC实现是不可行的，但是近似实

现可以在灵活且通用的框架中提供 RMHMC的许多益处。

9.5.1 HMC中的线性变换

下面的引理说明了 HMC 在某种线性变换下的一个重要的不变性，阐明了提议协方差 Sigma 在

HMC中的作用。
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Lemma 9.1 设U(q)是一个平滑的能量函数，设 p∼ N(0,Σ)为 p.d矩阵的 HMC辅助变量的分布。因为

对于任何 Leapfrog步骤 t ≥ 1，(Aqt ,(Aᵀ)−1 pt) = (q′t , p′t)，所以矩阵 Σ，设 A是可逆矩阵。在 (q0, p0)初始

化的 (q, p)的 HMC动态等价于 (q′, p′) = (Aq,(Aᵀ)−1 p)的 HMC动态初始化为 (q′0, p′0) = (Aq0,(Aᵀ)−1 p0)。

证明 9.5.1 设 (q′, p′) = (Aq,(Aᵀ)−1 p)。改变概率密度的变量公式，P′(q′) = P(q)/|det(A)|，并且由于 A是常

数，新分母被吸收到归一化常数，所以 q和 q的能量函数只有一个加性常数不同：U ′(q′) =U(A−1q′)+c。

使用链规则，
∂U ′

∂q
(q∗) = (Aᵀ)−1 ∂U

∂q
(A−1q∗)

对于任何向量 q∗。变换后的动量有一个分布 p′ ∼ N(0,(Aᵀ)−1ΣA−1)和能量函数 K ′(p′) = AΣ−1Aᵀp′ 的一

次 Leapfrog更新由下式给出

p′1/2 = p′0−
ε
2

∂U ′

∂q
(q′0) = (Aᵀ)−1 p0−

ε
2
(Aᵀ)−1 ∂U

∂q
(q0) (9.30)

q′1 = q′0 + εAΣ−1Aᵀp′1/2 = Aq0−
ε2

2
AΣ−1 ∂U

∂q
(q0)+ εAΣ−1 p0 (9.31)

p′1 = p′1/2−
ε
2

∂U ′

∂q′
(q′1) = (Aᵀ)−1 p0−

ε
2
(Aᵀ)−1 ∂U

∂q
(q0)−

ε
2
(Aᵀ)−1 ∂U

∂q
(A−1q′1). (9.32)

将（9.30）和（9.32）乘以 Aᵀ并乘以（9.31）A−1给出原始对 (q0, p0)的 Leapfrog更新，很明显 (q′1, p′1) =

(Aq1,(Aᵀ)−1 p1)。通过归纳，这种关系必须适用于任何数量的 Leapfrog步骤。

备注:在实践中，引理 9.1中的等价是不准确的，这是用 A执行的矩阵运算引起的计算不准确引起的。但

是，如果 A条件良好，两个链的数值实现应该可以给出非常相似的结果。

图 9.7: 引理 9.1的可视化。当 q具有协方差 Φ时，具有动量 p ∼ N(0,Φ−1)的 HMC动态等同于理想的
HMC动态，其中 q和 p都具有各向同性协方差。这表明 HMC中理想的动量协方差是当前位置 q的U
的局部协方差的倒数。

这个引理提供了关于调整 HMC的关键见解。假设 q的分布在 p.d.协方差 Σq∗ 中 q∗点附近的某个区

域近似为高斯分布。协方差可以通过几种可能的方法（例如 Choelsky或特征值分解）分解为 Σq∗ = AAᵀ。
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考虑 p∼ N(0,Σ−1
q∗ )中 (q, p)链的 HMC动态。因为 Lemma引理 9.1，(q, p)的动态等价于 (A−1q,Aᵀp)的

动态。现在 Aᵀp∼N(0, In)并且在 q∗附近的区域 Var(A−1q) = In，因此，变换后的位置和动量变量近似独

立，每个维度的方差为 1。由于变换后的空间很容易采样，因此 (A−1q,Aᵀp)的 HMC动力学应该在少数

Leapfrog步骤中导致几乎独立的状态（甚至 L = 1），相同的采样属性适用于原始 (q, p)的等效动态。

与 RMHMC相同，这种观察是使用局部曲率信息来改善 HMC动力学性能的几种动机之一。设 q∗

成为能源领域的一个位置，假设 ∂U2

∂ 2q (q
∗)是正定的，所以 Σq∗ = [ ∂U2

∂ 2q (q
∗)]−1 给出了 q∗ 邻域内的局部相关

和缩放结构U。一般来说，∂U2

∂ 2q (q
∗)可能不是正定的，但是通过对 ∂U2

∂ 2q (q
∗)和反转的特征值进行阈值处理

获得的 p.d.相对 Σ′q∗ 可以提供相同的好处。

通过上面的讨论，使用动量 p ∼ N(0,Σ−1
q∗ ) 应该导致少量的 Leapfrog 步骤中 q-space 中的一个几乎

独立的提议，所以 Σ−1
q∗ 是 q∗点的理想提议协方差。如章节 9.4.3中所述，使用 Σ−1

q∗ 作为动量的协方差促

进沿局部流形的运动并允许链条沿着能量盆底部的水平曲线移动，单独使用梯度信息是不可能的。为

了使 HMC 成为有效的采样方法，而不仅仅是优化方法，有必要使用信息动量协方差。如果可以获得

边际标准差的估计 si，则对角协方差 Λ，其中 λi = 1/s2
i 可以解释变量之间的比例差异。但是 si 可能会

在整个状态空间内变化，而对角线协方差 Λ无法解释维度之间的相关性，这在现实世界问题中通常很强。

p ∼ N(0,Σ). 下面的引理给出了三个等价的方法来实现一个可逆矩阵 C 的链 (q,Cp) 的 HMC 动力

学，其中原始动量分布是 p ∼ N(0,Σ)。在 RMHMC中 Σ = In and C =
√

∂U2/∂ 2q，假设曲率是正定的。

尽管等效，但这些实现的计算成本可以根据所需的矩阵分解和反转而变化。当使用大型矩阵在高维度

工作时，矩阵操作的成本迅速增加，并且需要注意确保链在合理的时间内更新。

Lemma 9.2 设 U(q)成为一个平滑的能量函数，Σ是 p.d.矩阵，C是一个可逆矩阵。以下 HMC链的动

态是等效的：

1. 动量从 p∼ N(0,CᵀΣC)中采样，并根据 (q, p)的标准 HMC动态更新链。

2. 动量从 p∼ N(0,Σ)中采样，并根据 (q,Cᵀp)的标准 HMC动态更新链，即

3. 动量从 p∼ N(0,Σ)中采样，并根据由此定义的改变的 HMC动态更新链。

dq
dt

=C−1 ∂K
∂ p

, (9.33)

d p
dt

=−[C−1]ᵀ
∂U
∂q

. (9.34)

此外，（2）和（3）都可以使用改变的 Leapfrog更新来实现

pt+1/2 = pt−
ε
2
[C−1]ᵀ

∂U
∂q

(qt) (9.35)

qt+1 = qt + εC−1Σ−1 pt+1/2 (9.36)

pt+1 = pt+1/2−
ε
2
[C−1]ᵀ

∂U
∂q

(qt+1). (9.37)
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证明 9.5.2 考虑（2）的动态。采样 p0 ∼ N(0,Σ)，并且让 p′0 = Cᵀp0，这意味着 p′0 分配 N(0,CᵀΣC) 的

Leapfrog更新由下式给出

p′t+1/2 = p′t−
ε
2

∂U
∂q

(qt) (9.38)

qt+1 = qt + εC−1Σ−1[C−1]ᵀp′t+1/2 (9.39)

p′t+1 = p′t+1/2−
ε
2

∂U
∂q

(qt+1) (9.40)

这与（1）的标准 Leapfrog更新相同，证明了（1）和（2）之间的等价性。另一方面，将（9.38）和（9.40）

乘以 [C−1]ᵀ给出与（9.35）通过（9.37），因为在每一步 t 中 pt = [C−1]ᵀp′t。从（9.35）到（9.37）的更新

很容易被识别为改变后的汉密顿方程（9.33）和（9.34）的跳跃动力学，它们表明（2）和（3）等价。

上述引理很重要，有两个原因。首先，它表明在M =CᵀC时 p∼ N(0,M)的 HMC动态可以解释为

由动量 p ∼ N(0, In)产生的 HMC动态 p ∼ N(0, In)，它在（9.33）和（9.34）中改变了 Hamilton方程的

形式。这提供了 RMHMC与其他“偏斜对称”HMC方法之间的重要联系，这些方法以类似的方式改变

Hamilton方程，其中最重要的是随机梯度 HMC。

其次，引理提供了一种只需要计算
√

M−1，而不是M本身 de替代方法来实现 p∼ N(0,M)的动态。

这是因为让 Σ = In，C =
√

M，并观察到（9.35）到（9.37）的更新只需要C−1。理想的动量协方差是 ∂U2

∂ 2q，

并且在凸区域中
√
[ ∂U2

∂ 2q ]
−1 可以使用 LBFGS算法的变体从局部位置的样本近似。该计算不需要矩阵求

逆或分解，并且提供了实现近似 RMHMC算法的计算上有效的方式，这会在稍后讨论。尽管如此，在

复杂景观中获得根逆 Hessian的准确估计是所有 RMHMC实施的重大障碍。

9.5.2 RMHMC动态

适应局部曲率的线性变换具有明显的理论优势，并且在少数 Leapfrog步骤中允许几乎独立的采样。

然而，包括局部曲率信息的 HMC动力学比标准 HMC动力学更难以离散化，并且需代价很高的的计算

方法。

在标准 HMC中，相同的矩阵 Σ用作整个单一提案中的动量的协方差。在 RMHMC中，动量协方

差 Σ(q)依赖于能源领域的当前位置 q。目前，Σ(q)是 q的返回 p.d.对称矩阵的任何平滑矩阵函数，但

实际上这个矩阵应该反映能量景观中位置 q附近的局部曲率。有关 Σ(q)在实践中的选择的讨论可以在
本节后面找到。RMHMC动量分布为 p∼ N(0,Σ(q))，具有能量函数

K(q, p) =
1
2

log((2π)n|Σ(q)|)+ 1
2

pᵀΣ(q)−1 p, (9.41)

联合汉密尔顿是

H(q, p) =U(q)+
1
2

log((2π)n|Σ(q)|)+ 1
2

pᵀΣ(q)−1 p. (9.42)

动量能量函数必须包含在标准 HMC中找不到的 1
2 log((2π)n|Σ(q)|)额外的项，并且评估此术语的衍生物
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是计算难度的来源。观察到∫
Rn

1
Z

e−H(q,p)d p =
1
Z

e−U(q)
∫
Rn

1√
(2π)n|Σ(q)|

e−pᵀΣ(q)−1 pd p =
1
Z

e−U(q), (9.43)

因此 q的边际分布是目标分布，并且通过更新 (q, p)获得的 q-采样将像在标准 HMC中一样遵循正确的

分布。控制 RMHMC的汉密尔顿方程是

dq
dt

=
∂H
∂ p

= Σ(q)−1 p, (9.44)

d p
dt

=−∂H
∂q

=−∂U
∂q
− 1

2
Tr
[

Σ(q)−1 ∂Σ(q)
∂q

]
+

1
2

pᵀΣ(q)−1 ∂Σ(q)
∂q

Σ(q)−1 p. (9.45)

q和 p的更新不再可分，因为 p的更新取决于 q和当前的 p。因此，如果使用 Leapfrog积分器，坐标变

化将不再具有切变结构，因此无法保证 Leapfrog坐标变化对 RMHMC动态具有决定因素 1。这扰乱了

HMC的详细平衡，并且在 RMHMC设置中简单地实现 Leapfrog集成器并不会保留 1
Z e−U(q)的分布。

为了克服 RMHMC 更新方程的不可分离性，更新值由必须使用定点迭代求解的隐式方程组定义。

用于离散不可分离关节 HamiltonianH 的动力学的广义 Leapfrog积分器的一次迭代由下式给出：

pt+1/2 = pt−
ε
2

∂H
∂q

(qt , pt+1/2), (9.46)

qt+1/2 = qt +
ε
2

[
∂H
∂ p

(qt , pt+1/2)+
∂H
∂ p

(qt+1, pt+1/2)

]
, (9.47)

pt+1 = pt+1/2−
ε
2

∂H
∂q

(qt , pt+1/2). (9.48)

隐含地定义了前两个步骤中的更新，允许模拟不可分离的 H 的动态。在标准 HMC的情况下，H(q, p) =

U(q)+K(p)并且广义 Leapfrog更新与标准 Leapfrog方案相同。当 H 不可分时，必须使用定点迭代来求

解（9.46）和（9.47）。固定点更新的详细信息在本节后面的 RMHMC算法中。

可以看出，广义 Leapfrog更新是保持体积的，RMHMC保持详细的平衡并保留目标分布。该证明

类似于标准 HMC 的详细平衡证明，并根据广义 Leapfrog 更新对体积保存和可逆性的证明进行了适当

调整。

9.5.3 RMHMC算法和变体

RMHMC算法有几种变体。首先是完整的 RMHMC算法，该算法需要定点迭代和 Σ(q)的导数的计
算。由于 Σ(q)在实践中是局部曲率，因此完整的 RMHMC需要计算目标能量U 的三阶导数，这是一个

很大的计算负担，在许多实际情况下是不可能的。L = 1Leapfrog更新有一个 RMHMC变体，它需要在

原始状态和建议状态下计算U 的三阶导数，但不涉及定点迭代。该算法的细节与完整的 RMHMC略有

不同，感兴趣的读者可以参考 [3]。
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完整的 RMHMC算法

输入: 可微能量函数U(q),初始 q0 ∈Rn, n×n可微 p.d.协方差 Σ(q),步长 ε ,迭代次数 N,Leapfrog步数

L,固定点步数 K

输出: 固定分配U 的马尔可夫链样本 {q1, . . . ,qN}

对于 i = 1 : N,

1. 产生动量 pi−1 ∼ N(0,Σ(qi−1)).

2. Let (q′0, p′0) = (qi−1, pi−1).对于 l = 1 : L,使用广义 Leapfrog积分器达到提议状态 (q∗, p∗) = (q′L, p′L)

来更新，过程如下:

(a) 设 p̂0 = p′l−1. 对于 k = 1 : K,根据不动点方程更新 p̂k−1

p̂k = p̂k−1−
ε
2

Σ(q′l−1)
−1 p̂k−1 (9.49)

来获得半步动量更新 p′l−1/2 = p̂K .

(b) Let q̂0 = q′l−1. 对于 k = 1 : K,根据定点方程更新 q̂k−1

p̂k = p̂k−1−
ε
2

Σ(q′l−1)
−1 p̂k−1 (9.50)

其中 ∂H/∂ p在（9.45）中给出，以获得全步位置更新 q′l = q̂K。

(c) 根据如下公式更新 p′l−1/2

p′l = p′l−1/2−
ε
2

Σ(q′l)
−1 p′l−1/2 (9.51)

来获得全步动力更新 p′l。

3. 根据Metropolis-Hastings接受概率接受建议的状态 (q∗, p∗)

α = min(1,exp{−H(q∗, p∗)+H(qi−1, pi−1)}) (9.52)

其中 H(q, p)是（9.42）的联合汉密尔顿分布。如果提议被接受，那么 qi = q∗。否则，qi = qi−1。

提案后可以丢弃动量 pi−1。

备注:步长 ε 是一个“无量纲”数量，因为 RMHMC动态应该在本地对应于普通的 HMC分布，其中 q

和 p都是 N(0In)。RMHMC的规模隐含地是标准正态尺度，因此将 ε 设置为略小于 1的值，最小（和最

大）重新缩放的标准偏差应该对任何 RMHMC算法都能产生良好的结果。

为了减轻完整 RMHMC的困难，可以使用近似 RMHMC算法，其中动量采样之前链的先前状态可

以决定协方差 Σ(qt−J+1,qt−J+2, . . . ,qt)，但在整个 Leapfrog更新中是固定的。此变体本质上是标准 HMC
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算法，具有在提议间更改 Σ的原理方式。
在提案之间更改 Σ并不与保留目标分配矛盾，因为如果 q在使用协方差 Sigma0更新后具有正确的

分布，则在具有任何协方差 Sigma1 的 HMC更新后，q仍将遵循正确的分布，不一定等于 Sigma0。起

初可能看起来使用先前的状态来获得 Σ(qt−J+1,qt−J+2, . . . ,qt)可能违反了 HMC的马尔可夫结构，但事实

并非如此，因为任何 Σ(x1, . . . ,xJ)都有详细的余量，特别是 (x1, . . . ,xJ)不需要具有目标分布。

虽然简化的 RMHMC算法无法捕捉到 RMHMC动态所暗示的完全依赖性，因为 Sigmaq没有通过

Leapfrog迭代更新，所以它在计算上与标准 HMC相同，并且通过使用逆 Hessian的拟牛顿估计提供了

合并曲率信息的有效方式。即使这些信息是近似的，它仍然可以显着改善链条在能源领域的运动。

简化的 RMHMC算法

输入:可微能量函数 U(q),初始状态 q0 ∈Rn, n× n p.d.协方差函数 Σ(q1, . . . ,qJ),步长 ε ,迭代次数 N,

内存中先前状态的数量 J

输出:固定分配U 的马尔可夫链样本 {q1, . . . ,qN}，

对于 i = 1 : N,

1. 计算当前协方差矩阵 Σ∗ = Σ(qi−1−J,qi−J, . . . ,qi−1).

2. 根据使用提议协方差 Σ∗的标准 HMC动态更新 qi−1 pi−1。

注释:由于 Σ∗在整个更新过程中是固定的，因此在简化的 RMHMC算法中只使用少量的 Leapfrog步骤

（通常为 L = 1），这是因为局部曲率随每次更新而变化。

9.5.4 RMHMC中的协方差函数

RMHMC算法及其简化保留了任何可微分的 p.d.协方差函数 Σ(q)的目标，但要实际改进采样 Σ(q)
必须反映空间的局部曲率。一般来说，∂ 2U/∂q2 不一定是 pd，所以简单地的选择 Σ(q) = ∂U2

∂q2 (q)在实践

中有时是不可行的。

RMHMC的原始作者将注意力限制在一个概率模型 p(θ |X)族的后验概率 p(X |θ)中。在这种情况
下，Fisher信息提供的提议协方差有一个自然的选择

Σ(θ) =−EX |θ

[
∂ 2

∂θ 2 log p(X |θ)
]

(9.53)

这肯定是正定的。在简单的情况下，Fisher信息可以通过分析获得。如果这是不可能的，则可以通过对

观察到的数据取曲率的期望并对所得矩阵的特征值进行阈值处理来估计稳定性。Fisher信息的正定结构

在理论上是一个很好的性质，但在实践中必须估计矩阵，而且仍然可以遇到非常小甚至负的特征值。当

使用 Fisher信息时，Langevin方程中出现的梯度项 Σ(θ)−1 ∂U
∂θ (θ)对应于 Amari等人的自然梯度度 [1].

Fisher 信息不是一个完整的解决方案，因为它只能在为具有一组观测数据 X 的分布系列采样参数

θ 时使用。当仅从概率分布 P(q) = 1
Z e−U(q)进行采样时，没有办法通过期望来制作曲率 p.d.。然而 ∂U

∂q 的

最大特征值应该是 HMC动力学中最重要的。这是因为曲率的最大特征值表示分布的最受约束的线性维

度。当接近局部最小值时，0附近的负特征值或特征值不成问题，因为在这些方向上的移动使 H 近似恒
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定或减少 H。阈值 ∂U
∂q 的特征值可以给出当曲率本身不是 p.d时保留最重要的局部几何信息的 p.d.协方

差。

另一个选择是像在准牛顿方法一样估计局部曲率 Σ(q)。这种类型的方法使用过去状态序列 qt+1−J,qt+2−J, . . . ,qt

来估计当前状态 qt 处的逆 Hessian。如引理 9.2所示，只需要根逆 Hessian来模拟 Σ(q) = ∂U
∂q 的 HMC动

态，并且存在直接估计根逆 Hessian的 LBFGS算法的变体。有关详细信息，请参阅 [2]和 [9]。

9.6 实例中的 HMC

在本节中，介绍了 HMC和相关算法的两个应用。第一个应用是高斯分布的玩具实验，除了几个方

向外，它们都受到高度约束。该实验对于理解调整 HMC 参数背后的基本原理非常有用。接下来，检

查 HMC的后验取样和逻辑回归模型中的变体。因为 Fisher信息以封闭形式提供，所以此设置是在实践

中可以实现完整 RMHMC算法的少数情况之一。Logistic回归是不同 HMC模型之间直接比较的良好设

置。最后，提出了交替反向传播算法，该算法使用 LMC作为从高维参数和图像定义的分布采样时的关

键步骤。

9.6.1 受约束正态分布的模拟实验

在本节中，HMC和变体用于从正常分布中进行采样，这些分布在除了几个方向之外的所有方向上

都受到高度约束。对于使用基于能量景观中的当前位置的局部更新的任何MCMC方法，这种分布是具

有挑战性的，因为难以有效地采样无约束的维度，同时仍然保持在景观的紧密约束区域中。

考虑两种不同的分布：N(0,Σ1)和 N(0,Σ2)。Σ1 和 Σ2 均为 100×100对角矩阵。Σ1 和 Σ2 的前 15个

条目为 1，表示无约束的采样方向。Σ1的最后 85个条目是 0.012，Σ2的最后 85个条目是 0.00012。Σ1是

一个更容易采样的情况，因为最大和最小标准偏差之间的比率大约为 100，因此使用标准 HMC进行有

效采样时需要大约 100个 Leapfrog步骤。Σ2 是一个更困难的情况，因为最大和最小标准差之间的比率

是 10,000。当局部协方差在尺度上表现出如此极大的差异时，HMC不再是一种有效的采样方法，因为

当使用非常大量的步骤时，Leapfrog近似变得非常不稳定，如可从章节??中的澳大利亚信用数据中看到
的那样。这可以通过用准牛顿 HMC变体包括近似曲率信息来解决。所有实验都使用 5000次老化迭代

和 10,000次采样迭代。

两个目标分布的能量函数的形式为U1(q) = 1
2 qᵀΣ−1

1 p和U2 =
1
2 qᵀΣ−1

2 q。与所有正态分布一样，目标

分布具有恒定曲率 Σ−1
1 and Σ−1

2 。完整的 RMHMC算法可以通过简单地为每次更新提供 p∼N(0,Σ−1
1 )或

p ∼ N(0,Σ−1
2 )来实现，又因为曲率 Σ(q)在整个状态空间中是恒定的，所以也可以使用标准动态，因此

Σ(q)的导数为 0且广义 Leapfrog更新变得与标准 Leapfrog更新相同。在该实验中，仅具有一个 Leapfrog

更新的 RMHMC算法可以在每次迭代中从目标分布获得几乎独立的样本。

考虑目标分布 N(0,Σ1)。使用三种不同的方法来对此分布进行采样：随机游走 Metropolis Hastings，

LMC和 HMC，L= 150 Leapfrog更新。HMC和 LMC的动量协方差设定为 I100。RW Metropolis使用了

0.04的步长，LMC和 HMC使用了 0.008的步长，因为 0.008略小于 0.01的最小边际标准差。前两种

方法无法有效地对目标分布进行采样，因为这两种方法都将被迫以小步长随机游走来探索分布的无约

束方向。LMC在这种情况下遇到困难，因为在单次更新后动态瞬间被刷新，而 HMC使用相同的动量

进行大量更新，因此 HMC就像其他两种方法一样，没有通过随机漫游来实现探索分布。由于 HMC的
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εL = 1.5，并且目标分布的最大边际标准差为 1，因此 HMC在每次迭代中都获得几乎独立的样本。为了

公平比较这些方法，150 RW Metropolis和 LMC更新在下图中计为单次迭代。

图 9.8: 使用 Σ1 进行模拟研究。采样器的性能在约束维度上是相似的，即使这些方法中的每一个的 150
次迭代被计为图中的单个更新，但 RW Metropolis和 LMC仍难以有效地对无约束维度进行采样。另一
方面，通过在大量跨越迭代中重复使用相同的动量，HMC在样本空间中移动的能力足以进行非常有效
的采样。

接下来，考虑目标分布 N(0,Σ2)。该分布的最大和最小标准偏差之间的比率为 10,000，因此在标准

HMC中将需要大约 10,000个 Leapfrog步骤，其具有身份协方差以获得每次 HMC更新的独立样本。即

使在相当规则的景观中，例如来自 9.6.2部分的逻辑回归景观，在超过几百个步骤之后 Leapfrog近似的

准确性会降低，在实际问题中，通过使用标准 HMC使用 L = 10,000 Leapfrog更新来补偿目标分布中的

比例差异是很简单的。为了有效地进行抽样，有必要考虑二阶信息。

假设真实位置协方差 Σ2 是未知的并且不能直接计算，这在大多数实际情况中都是如此。在这种情

况下，仍然可以从先前采样的位置估计 Σ2，并且这种近似信息仍然可以促进相当有效的采样。首先，使

用标准 HMC 对 40 个位置进行采样，其中 ε = 0.000075 和动量协方差 I100。获得一些初始点后，使

用 LBFGS 估计 Σ2 实现简化的 RMHMC 算法。使用过去的 40 个采样位置从初始矩阵 H0 = γI100 开始

LBFGS递归。

不幸的是，原始 LBFGS估计不能显着改善采样，因为真正的矩阵 Σ2 太大而不能仅使用 40个点进
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行精确估计。然而，在分解和调整之后可以获得有用的近似。当从 LBFGS估计中观察特征值时，观察

到最小特征值的估计非常接近 0.00012 的真实值，并且 LBFGS估计可以识别具有大特征值的几个无约

束方向。对于最大特征值的估计往往非常不准确，并且在很大程度上取决于所选择的 γ 的值。在最大和
最小特征值之间，剩余的特征值大部分由 LBFGS保持不变并保持 γ，因为正在使用非常少量的数据来
估计非常大的矩阵，所以这并不令人感到意外。

虽然真正的协方差 Σ2是未知的，但在某些情况下，假设只有 Σ2的前几个最大特征值很重要，并且

大多数其他特征值接近 0是合理的。在高维空间中对低维流形进行采样时会出现这种情况，这在采样在

图像或其他复杂数据结构上定义的分布时很常见。最大特征值对应于目标分布中相对较少数量的无约

束维度。给定关于特征值的局部结构的一些知识，可以调整原始 LBFGS估计以提供更有用的协方差。

设 H∗ 是从过去的 J = 40HMC 样本中获得的估计的原始 LBFGS。设 UΛUᵀ 是 H∗ 的对称特征值

分解，其中 Λ 是一个对角矩阵，特征值 λ1, ..., λ100 按降序排序。设 λ ∗i = λ100 for i = K + 1, . . . , 100 用

于某些参数 K，这是目标分布中无约束方向的估计数量。K 的真实值是 15，但在实验中使用保守估计

K = 10。λ ∗i 的第一个 K等于原始值。然后动量协方差由 Σ∗ =UΛ∗Uᵀ给出。理论上，对于任何 RMHMC

方法，ε 应设置为略小于 1。但是，由于最大标准偏差的估计值不准确（往往太大），因此应设置 ε 以
使 ελ1 ≈ 1。γ 的值对采样没有太大影响，只要相应地设置 ε，从 0.000001到 1的值给出大致相同的结

果。只需 L = 1 Leapfrog步骤就可以获得良好的效果。在实现过程中使用了引理 9.2的第三种方法，其

中
√

C
−1

=U(Λ∗)1/2Uᵀ。

有两种方法用于采样 Σ2：具有 L = 150的 HMC，以及上述简化的 RMHMC算法。使用准牛顿信息

的简化 RMHMC算法优于标准 HMC，只需 L = 1 Leapfrog步骤。在简化的 RMHMC算法的每次迭代中

所需的特征值分解计算代价很大，但是对于良好的结果是必要的，因为 LBFGS估计根本无法估计具有

如此有限数量的数据的 Σ2 的所有真特征值，因此需要对特征值进行一些调整。

9.6.2 使用 RMHMC对逻辑回归系数进行抽样

通过逻辑回归定义的分布的采样系数是应用完整 RMHC方法的理想情况，因为状态空间中任何点

处的 Fisher信息可以以闭合形式给出。在许多实际情况中（例如，L1-正则化回归），情况并非如此。给定

N×P观察 X（每行给出一个案例）和二进制 0或 1响应 Y 和正则化系数 λ（视为给定常数），P-length

系数 β 的能量由下式给出出

U(β ) =− log[L(X ,Y |β ,λ )p(β |λ )] =−β ᵀXᵀY +
N

∑
j=1

log(1+ eβ ᵀXᵀ
n )+

λ
2

β ᵀβ (9.54)

其中 Xn 是矩阵 X 的行 n。能量函数的导数是

dU
dβ

(β ) =−XᵀY +XᵀS+λβ (9.55)

S是一个长度为 P的向量，其中 Sn = σ(β ᵀXᵀ
n ),σ(∗)是 sigmoid函数，并且有 Fisher信息

I(β ) = EY |X ,β ,λ

[
d2U
dβ 2 (β )

]
= XᵀΛX +λ I (9.56)
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图 9.9: 使用 Σ2 进行模拟研究。L = 150美元的 HMC跳跃式更新无法再在无约束的维度中进行有效采
样。然而，使用具有 L = 1的简化 RMHMC算法和如上所述计算的协方差可以更有效地进行采样。

其中 Λ是 N×N 对角矩阵，元素为 Λn,n = σ(β ᵀXᵀ
n )(1−σ(β ᵀXᵀ

n ))。完整的 RMHMC还需要 I(β )的衍生
物，由下式给出

dI(β )
dβi

= XᵀΛViX (9.57)

其中 Vi 是对角矩阵，元素为 Vi,(n,n) = (1−2σ(β ᵀXᵀ
n ))Xn,i。

以下是 Giorlami 和 Calderhead 在 [3] 中进行的一项研究的结果，该研究比较了采样回归系数时

RMHMC，传统 HMC和其他常用方法的表现。作者使用了 6个不同的数据集和二元响应，并提供了各

种大小的矩阵，这里给出了 4个数据集的结果。我们给出了作者研究的 6种采样算法的结果：组件式

Metropolis-Hastings，LMC，HMC，RMHMC，RMLMC和简化的 RMLMC。

对于 LMC和 HMC采样器，使用动量协方差 Σ = In。对于所有采样器，设置步长 ε，使接受率约为
70％。RMHMC和 HMC的步长 L设置为 εL≈ 3，略大于最大边际标准差，因此每次 HMC迭代应获得

大致独立的样本。逻辑回归定义的哈密顿动力学表现相对较好，所以 L可以设置得相当大（几百）而接

受率没有显着下降。对于 RMHMC，越级步骤 L的数量通常相对较小，因为每次越级更新都可以获得几
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乎独立的点数。对于 HMC，需要大量的越级更新来补偿最小和最大边际标准偏差之间的比例差异。简

化的 RMLMC对应于简化的 RMHMC算法，其中 Σ(βt) = I(βt)，当前点的 Fisher信息（J = 1）和 L = 1

Leapfrog更新。RMLMC是 RMHMC算法的略微变体，L = 1。有关详细信息，请参阅 [3]。

所有回归模型都包含一个截距，因此系数 P的数量比数据矩阵的列数多一个。每次采样运行包括

5000次老化迭代和 5000次采样迭代，并且每种采样方法运行 10次试验。

Pima印度数据集, N = 532, P = 8
Method Time (sec) ESS(Min,Med,Max) s/ESS(Min) Rel. Speed

Metropolis 4.1 (14, 37, 201) 0.29 × 1.9

LMC 1.63 (3, 10, 39) 0.54 × 1

HMC 1499.1 (3149,3657,3941) 0.48 × 1.1

RMLMC 4.4 (1124,1266,1409) 0.0039 × 138

Simp. RMLMC 1.9 (1022,1185,1312) 0.0019 × 284

RMHMC 50.9 (5000,5000,5000) 0.01 × 54
澳大利亚信贷数据集, N = 690, P = 14

Method Time (sec) ESS(Min,Med,Max) s/ESS(Min) Rel. Speed

Metropolis 9.1 (15, 208, 691) 0.61 × 1

LMC No Conv. - - -

HMC No Conv. - - -

RMLMC 11.8 (730, 872, 1033) 0.0162 × 37

Simp. RMLMC 2.6 (459, 598, 726) 0.0057 × 107

RMHMC 145.8 (4940,5000,5000) 0.023 × 26

德国信贷数据集, N = 1000, P = 24
Method Time (sec) ESS(Min,Med,Max) s/ESS(Min) Rel. Speed

Metropolis 20.9 (10, 82, 601) 2.09 × 1

LMC 2.7 (3, 5, 130) 0.9 × 2.6

HMC 3161.6 (2707, 4201, 5000) 1.17 × 2

RMLMC 36.2 (616, 769, 911) 0.059 × 39.6

Simp. RMLMC 4.1 (463, 611, 740) 0.0009 × 260

RMHMC 287.9 (4791, 5000,5000) 0.06 × 39

Caravan数据集, N = 5822, P = 86
Method Time (sec) ESS(Min,Med,Max) s/ESS(Min) Rel. Speed

Metropolis 388.7 (3.8, 23.9, 804) 101.9 × 3.7

LMC 17.4 (2.8, 5.3, 17.2) 6.2 × 59

HMC 12,519 (33.8, 4032, 5000) 369.7 × 1

RMLMC 305.3 (7.5, 21.1, 50.7) 305.3 × 1.2

Simp. RMLMC 48.9 (7.5, 18.4, 44) 6.5 × 56

RMHMC 45,760 (877, 1554, 2053) 52.1 × 7.1
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最大边缘标准偏差与最小边缘标准偏差之比

Dataset Pima Australian German Caravan

Ratio 225 6404 303 236

从这些实验的结果中可以得出各种有用的指导性观察。在原始作者之后，算法的速度和相对速度基

于 10次试验中的最小 ESS给出。

虽然速度很慢，但 HMC 确实能够在 Pima，German 和 Caravan 数据集中实现 ESS 的理想 ESS 为

5000的重要比例。然而，作者发现 HMC和 LMC都没有收敛到 Australian数据集中的静态分布。

通过参考表给出最大与最小边际标准偏差的比率，可以理解这一点。回想一下，最大和最小边际标

准偏差之间的比率是在单个 HMC更新中达到独立状态所需的最小跳跃步数。在 Pima，德国和 Caravan

数据集中，这个比率大约是 200到 300，这意味着使用一个简单的协方差矩阵 Σ = In 需要 200到 300个

越级步骤来达到一个独立的状态。然而，澳大利亚数据集在其最大和最小约束方向的长度之间的比率

超过 6000，因此每个 HMC更新需要数千个跳跃步骤以达到独立状态。Leapfrog离散化不够准确，无法

为如此大的 L提供高接受率，LMC采样器的更新太小，无法进行有效采样。逻辑回归格局相对良好;在

更复杂的景观中，甚至可能无法使用 200到 300个 Leapfrog步骤。

值得注意的是，一般来说，LMC的表现要比所有其他方法要差得多，除了在高维 Caravan数据集中

的中它优于所有其他方法。已经发现 LMC是对图像模式的非常高维的生成模型进行采样的有效方法。

LMC在这种情况下是一个很有吸引力的选择，因为它可以很好地扩展并且可以快速实现。

现在考虑 RMHMC方法。RMHMC和 RMLMC在数据集上具有相似的性能，表明在考虑局部曲率

后 RMHMC的额外采样功率由 RMLMC的更快速度均衡平衡。简化的 RMLMC优于所有数据集中的完

整 RMHMC实现，提供证据表明仅考虑局部曲率信息而不改变 HMC动态可以是实现和 RMHMC近似

的有效方式。

对于较小的数据集，完整的 RMHMC方法优于标准 HMC方法，但对于 Caravan数据集则相反。计

算完全 RMHMC中 Fisher信息的导数需要在 9.56中沿对角线评估 N2表达式，这解释了不良的缩放。在

如从高斯过程中采样特殊情况下，Fisher信息可以具有稀疏结构，但是通常它不可用或者计算非常昂贵，

并且完整的 RMHMC不是在复杂的高维景观中采样的实际解决方案。

9.6.3 使用 LMC采样图像密度：FRAME，GRADE和 DeepFRAME

随机模型是一种强大而统一的图像数据表示和理解方式，近年来随机图像模型的能力大大提高。通

过从一组训练图像 {Ik}K
k=1中学习密度 P(I)，可以合成新颖逼真的图像，甚至可以探索图像空间的结构。

但是，从图像密度 PI 中采样通常会产生问题。即使是相对较小的图像也是高维数据，因为图像尺寸与

图像宽度的平方成比例。此外，图像尺寸之间存在强相关性，尤其是在附近像素之间。诸如Metropolis-

Hastings和 Gibbs采样之类的方法在这种实际情况下使用太慢。LMC是克服这些困难的流行方式。

给定形式的图像密度

P(I) =
1
Z

exp{−U(I)},

其中 I 是具有连续像素强度的 n× n 图像（通常每个像素强度位于有界区间内，如 [0,1]，[ - 1 -1] 或
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[0,255]），LMC可用于从密度 P获得MCMC样本。图像更新具有标准的 Langevin形式

It+1 = It−
ε2

2
dU
dI

(It)+ εZt (9.58)

其中 Zt ∼ N(0, σ 2In×n)。渐变项
dU
dI (It)比随机行走 Metropolis-Hastings或 Gibbs采样更快地收敛。由于

Leapfrog积分器在应用于复合能量U 时不稳定，LMC经常被用来代替 HMC而且 L > 1Leapfrog步骤。

LMC提供了一种从学习能量中采样的强大方法，但能量形式U(I)本身是图像建模的核心问题。函

数U 必须具有足够的表现力，以捕捉现实世界图像模式中存在的共同结构和特殊变异。特别是U 必须

捕获在观察图像中发现的像素强度之间的相关性的复杂结构，以成功地合成逼真图像。本节介绍两种

图像模型的中心配方。学习参数图像密度 P(I;θ)的方法将在 10章节中讨论。

例 9.1 FRAME（过滤器，随机区域和最大熵）模型。（朱等人，1998 [12]) FRAME模型是一系列图像密

度的开创性公式，能够合成逼真的纹理。对于一组超参数 (F ,Λ)，FRAME模型的密度具有吉布斯形式

P(I;F ,Λ) =
1

Z(F ,Λ)
exp{−U(I;F ,Λ)}. (9.59)

超参数F 是一组预定义的滤波器F = {F (1), . . . , F (K)}，它们通常是 Gabor滤波器和不同大小/方向的高

斯滤波器的拉普拉斯滤波器，用于测量 I 中每个空间位置的卷积响应。超参数 Λ = {λ (1)(·), . . . , λ (K)(·)}
鼓励过滤器 F (i)对合成图像的响应，以匹配观察到的 F (i)对训练图像的响应。通常，预先选择过滤器集

F，并通过章节 10中讨论的随机梯度方法学习潜在 Λ。

FRAME能量具有形式

U(I;F ,Λ) =
K

∑
i=1

∑
(x,y)∈L

λ (i)(F (i) ∗ I(x,y)) (9.60)

其中 L 是像素点阵。符号 F (i) ∗ I(x,y) 指的是过滤器 F (i) 的卷积和图像晶格中位置 (x,y)的图像 I。为了

简化学习过程，每个 (x, y) ∈L 的回复 F (i) ∗ I(x,y)被放入离散区间 {B(i)
1 , . . . , B(i)

L }并且潜在函数 λ (i)(·)被
潜在的向量 λ (i) = (λ (i)

1 , . . . , λ (i)
L )取代。这导致 FRAME能量更容易处理

U(I;F ,Λ) =
K

∑
i=1
〈λ (i),H(i)(I)〉= 〈Λ,H(I)〉 (9.61)

其中 H(i)(I) = (H i
1(I), . . . , H(i)

L (I)) 是图像 I 的响应频率直方图，用于在所有空间位置过滤 F (i)，H(I) =

(H(1)(I), . . . , H(K)(I))。在本节的其余部分，我们将讨论表单的 FRAME能量（9.60），并且（9.61）具有

相同的属性。

在一个 FRAME能量U 中检查学到的电位 {λ (i)(·)}在一个 Langevin方程（9.58）的梯度项 ∂U
∂ I 中显

示出两个相互作用的力。学习潜力 λ (i)分为两个通用的潜在类型：

ϕ(ξ ) = a
(

1− 1
1+(|ξ −ξ0|/b)γ

)
with a > 0, (9.62)
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or

ψ(ξ ) = a
(

1− 1
1+(|ξ −ξ0|/b)γ

)
with a < 0, (9.63)

其中 ξ0 是转换常量，b是缩放常量，|a|是过滤器 F (i) 的贡献权重。这两个潜在的家族在图 9.10中可视

化。
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图 9.10:左:扩散滤波器的电位和梯度作为滤波器响应的函数。潜在的参数是 (a= 5, ,b= 10, γ = 0.7, ξ0 =
0). 当滤波器响应接近 xi0 = 0时，扩散滤波器的能量很低。因为高斯和梯度滤波器的拉普拉斯算子通控
制图像的平滑度，所以它们常用作扩散滤波器。由于 γ < 1，ξ = ξ0形成一个不可微分的尖点。右：反应
过滤器的能量和梯度作为过滤器响应的函数。潜在的参数是 (a = −2, ,b = 10, γ = 1.6, ξ0 = 0)。当过滤
器响应接近极端时，反应过滤器具有低能量。因为 Gabor滤波器编码突出的图案特征（例如条和条纹）
形成，所以它们通常充当反应滤波器。因为 γ > 1所以 ξ = ξ0 没尖端。

这两个势系引起的动力学在模式形成过程中起着相反的作用。扩散潜力 ϕ(ξ )指定最低能量（或最
高概率）来过滤接近平移常数 ξ 的响应。这种类型的潜力是早期图像模型中研究的主要目标，并且它引
起了各向异性扩散，其中像素强度在邻域中以与经典热方程相当的过程进行扩散。但是，单独的 ϕ(ξ )
无法合成逼真的图像模式。由 ϕ(ξ )单独控制的 MCMC过程最终会退化为恒定图像，就像封闭系统中

的热量浓度最终会扩散并达到热平衡一样。

潜在的反应ψ(ξ )，扩散潜力的反转，与所有早期的图像模型有很大的不同。反应电位尾端的低能
量促使F 对滤波器产生高幅度响应。因为与高幅度滤波器响应相关联的高概率导致图案特征（例如边
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缘和纹理）的主动形成，所以来自由 ψ(ξ )控制的过程的 MCMC样本不会退化为恒定图像。

两组过滤器 Fd = {F (1)
d , . . . , F (Kd)

d }和 Fr = {F (1)
r , . . . , F (Kr)

r }自然来自两个潜在家族 ϕ(ξ ) and ψ(ξ )，
其中F = Fd ∪Fr。类似地，FRAME能量（9.60）可以通过分离扩散和反应电位来重写：

U(I;F ,Λ) =
Kd

∑
i=1

∑
(x,y)∈L

ϕ (i)(F (i)
d ∗ I(x,y))+

Kr

∑
i=1

∑
(x,y)∈L

ψ (i)(F (i)
r ∗ I(x,y)). (9.64)

Fd 中的滤波器倾向于是高斯滤波器的梯度或拉普拉斯滤波器，因为这些类型的滤波器捕获的特征与图

像的平滑度有关。平滑滤波器的电位通常会促进附近像素组之间的均匀性。另一方面，Fr 中的过滤器

通常是 Gabor过滤器，其表征显着特征，例如不同方向的边缘。

通过梯度下降最小化（9.64）得到图像 I(x,y, t)的偏微分方程：

∂ I
∂ t

=
Kd

∑
i=1

F (i)′

d ∗ϕ ′(F (i)
d ∗ I)+

Kr

∑
i=1

F (i)′
r ∗ψ ′(F (i)

r ∗ I), (9.65)

其中 F (i)′(x,y) =−F (i)(−x,−y)。第一项减少扩散滤波器的响应梯度Fd，鼓励平滑度和均匀性，而第二项

增加反应滤波器的梯度Fr，鼓励形成模式特征。（9.65）被称为吉布斯反应和扩散方程（GRADE）[10, 11]。

要从U(I;F ,Λ)进行采样而不是简单地最小化U(I;F ,Λ)，可以添加各向同性噪声以获得 Langevin方程

Is+1 = Is +
ε2

2
∂ I
∂ t

(Is)+ εZs (9.66)

对于 MCMC迭代 s，其中 Zs ∼ N(0, σ 2In×n)。起始图像 I0 是任意的。有关应用于 FRAME势的 Langevin

动力学合成的图像示例，请参见图 9.11。

图 9.11:使用 Langevin Dynamics在 GRADE电位参数化的 FRAME密度上合成的图像的示例。Top Row：
使用一个拉普拉斯高斯扩散滤波器和一个拉普拉斯高斯反应滤波器合成的图像。中间图像参数 ξ0 = 0
的反应过滤器，左图像的 ξ0 < 0和右图像的 ξ0 > 0。在这种情况下，ξ0控制 blob颜色。Bottom Row：使
用一个拉普拉斯高斯扩散滤波器和一个或多个 Gabor反应滤波器合成的图像。左图像使用角度为 30°的
单个余弦 Gabor滤镜，而右图像使用角度为 30 °和 60 °的两个余弦 Gabor滤镜。
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例 9.2 DeepFRAME模型. [8]在 FRAME模型中，过滤器是从预定义的过滤器库中选择的，它限制了可

以表示的模式种类。无法保证滤波器组能够有效地表示训练图像，并且当滤波器无法捕获重要图像特

征时，合成结果很差。神经网络的最新趋势表明，在训练期间学习过滤器本身可以产生灵活和逼真的图

像模型。包括多层滤波器卷积也可以导致复杂数据的明显更好的表示。DeepFRAME模型 [4, 8]扩展了

FRAME模型以包含这些新功能。DeepFRAME密度具有形式

p(I;W ) =
1
Z

exp{F(I;W )}q(I) (9.67)

其中 q是高斯白噪声的先前分布 N(0,σ 2IN)，而得分函数 F(·;W )由权重为W 的 ConvNet定义，必须学

习。相关的能量函数具有形式

U(I;W ) =−F(I;W )+
1

2σ 2 ||I||
2
2. (9.68)

我们可以将 p(I;W )解释为 q的指数倾斜，其具有均值变换的效果。由网络层之间的激活函数引起的非

线性对于成功表示真实图像是必不可少的。

当激活函数是经过整流的线性单位（ReLU）时，F(I;W )在 I中是分段线性的，线性区域之间的边界由

网络中的激活来控制 [6]。设Ωδ ,W = {I : σk(I;W ) = δk, 1≤ k≤K}其中W 是网络权重, K是整个网络中的

激活函数数量，σk(I;W )∈ {0,1}表明是否激活函数 k是否对图片 I开启，并且 δ = (δ1, . . . , δK)∈ {0, 1}K。

由于 F(I;W )对所有 δ 的 Ωδ ,W 是线性的，因此能量可写为

U(I;W ) =−(〈I, Bδ ,W 〉+aδ ,W )+
1

2σ 2 ||I||
2
2 (9.69)

对于一些常量 aδ ,W 和 Bδ ,W，这表明在 Ωδ ,W 上的 I ∼ N(σ 2Bδ ,W ,σ 2IN)和 p(I;W )在图像空间上是分段高

斯。此分析还表征了U(I;W )的局部最小值，它们只是 Ωδ ,W 上的 I ∼ N(σ 2Bδ ,W ,σ 2IN)。但是，无法保证

高斯片段 Ωδ ,W 包含其模式 σ 2Bδ ,W，而且高斯片段的数量非常大，所以直接列举当地最低标准是不可行

的。

与几乎所有深度学习应用程序一样，可以通过向后传播有效地计算权重W 和图像 I 的 F(I;W )的

梯度。给定一组学习权重W，很容易将 Langevin Dynamics应用于（9.58）来从图像密度 P(I;W )中进行

采样。有关使用 Langevin动态在训练的 DeepFRAME密度上合成的图像的示例，请参见图 9.12。

图 9.12: 左: 来自 DeepFRAME模型的 Langevin样本在未对齐的纹理图像上进行训练。左图像是训练图
像，右图像是合成样本。合成图像再现主要纹理特征（花头和草地区域）。右：来自 DeepFRAME模型
的 Langevin样本在对齐图像上训练。训练图像位于顶行，并且从 DeepFRAME密度合成的示例图像位
于底行。
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练习

题 1.从非各向同性高斯分布的采样。考虑目标分布 (X ,Y )∼ N(0,Φ)，其中 Φ =

(
1 0.9998

0.9998 1

)
a) 目标分布的能量函数是什么？制作能量函数的等高线图。

b) 假设您使用单位矩阵 I2 作为动量协方差从目标分布中进行采样。在单个 HMC迭代中从目标分布

获取独立样本所需的最大步长 ε∗和最小跳跃步数 L∗是多少？

c) 动量协方差矩阵 Σideal 的理想选择是什么？当使用理想动量协方差时，获得独立样本所需的最大步

长 ε∗ideal 和最小跳跃步数 L∗ideal 是多少？

d) 对于下面列出的每种方法，从状态 (X ,Y ) = (0,−10)开始一个链，运行 1,000 ·K老化迭代，以及来
自目标分布的 10,000 ·K抽样迭代（为了方法之间的公平比较，需要并给出了 K）。对于每种方法，

可视化老化路径，在采样阶段的迭代中绘制 X 和 Y 坐标的值，并计算最终 X 和 Y 样本的 ESS。对

于图和 ESS计算，每 K 迭代使用一个采样点。评论结果之间的差异。ε∗和 L∗参考 b）的答案。

1. 从 N(0,Φ),K = 1直接采样.

2. 高斯提议 N(0,(ε∗)2),K = L∗的Metropolis-Hastings。

3. 随机行走: p∼ N(0, I2),ε = ε∗,L = L∗K = 1的 HMC。

4. p∼ N(0, I2),ε = ε∗,L = L∗/2,K = 1的 HMC。

5. p∼ N(0, I2),ε = ε∗,K = L∗的 LMC。

6. p∼ N(0,Σideal),ε = ε∗ideal,L = L∗ideal,K = 1的 HMC。(使用上面 c)的答案)

7. p∼ N(0,Σideal),ε = ε∗ideal,K = L∗ideal 的 LMC。

题 2.从“香蕉”分布中抽样。考虑 θ = (θ1,θ2)的后验分布与之前的 θ N(0, I2)和 Y |θ ∼ N(θ1 +(θ2)
2,2)。

a) 后密度 P(θ |Y )的能量函数是多少？制作能量函数的等高线图。

b) 在新设置中，可以通过调整接受率来找到步长 ε∗。对于 θ 的网格，从原点开始运行具有动量协方
差 I2 的 2000LMC迭代。选择拒绝率介于 10%-35%之间的步长，并报告该值。

c) 对于下面列出的每种方法，从状态 (θ1,θ2) = (0,0)开始一个链，运行 1,000 ·K 老化迭代，以及来
自目标分布的 10,000 ·K 抽样迭代（方法之间的公平比较，需要并已给出 K）。对于每种方法，在

采样阶段的迭代中绘制 θ1 和 θ2 坐标的值，并计算最终 θ1 和 θ2 样本的 ESS。对于图和 ESS计算，

每 K 迭代使用一个采样点。对于 HMC方法 4和 5，可视化已接受路径和被拒绝路径的 Leapfrog

步骤。评论结果之间的差异。ε∗指的是上面 b）的值。

1. 高斯提议 N(0,(ε∗)2),K = 25的Metropolis-Hastings。

2. 随机行走: LMC with p∼ N(0, I2),ε = ε∗,K = 1。

3. p∼ N(0, I2),ε = ε∗,K = 25的 LMC。

4. p∼ N(0, I2),ε = ε∗,L = 5,K = 1的 HMC。

5. p∼ N(0, I2),ε = ε∗,L = 25,K = 1的 HMC。
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第 9章 随机梯度学习

‘‘在线学习数学研究的起点必须是我们对学习系统主观理解的数学陈述。.” - Léon Bottou

引言

统计学习通常涉及最小化目标函数以找到模型参数的合适值。用于最小化可微分目标函数的简单

且普遍存在的方法是梯度下降（Gradient Descent），其使用最陡下降方向上的迭代参数更新，来最小化

目标。然而，存在目标函数梯度的计算在分析上难以处理或在计算上不可行的情况。两个重要的例子是

Gibbs模型的参数估计和深度神经网络中的权重优化。随机梯度方法使用随机但无偏的全梯度估计，能

够成为克服完全梯度不可用情况的有用工具。在本章的前半部分，提出了几个关于每个观测梯度逼近

真实梯度的定理，并讨论了随机梯度和 Langevin动力学之间的重要联系。第二部分介绍马尔可夫随机

场模型的参数估计，最后一部分介绍了深度图像模型的MCMC学习方法.

10.1 随机梯度: 动机和属性

最小化目标函数 f 是统计学习的最常见框架。在判别模型中，目标是损失函数 f (w)，其测量具有

参数 w模型的预测误差，例如真实类别和预测类别之间的交叉熵。在生成模型中，目标是真实数据分

布 q与来自族P = {pθ : θ ∈ Θ}分布之间的差异的度量 f (θ) = D(q, pθ )。KL散度是一种流行的概率分

布间的分离度量。

当统计模型的参数 x是连续的并且目标函数 f (x)是可微分的时候，用于最小化 f 的简单且有效的

方法是梯度下降 [2]。从初始点 x0 开始，根据以下规则更新参数

xt+1 = xt− γt ∇ f (xt), (10.1)

其中 γt > 0是迭代 t 的步长，直到找到局部最小值。当真实梯度 ∇ f (x)由于分析或计算原因而不可用时，

可以使用满足 E
[
∇̃ f (x)

]
= ∇ f (x)的真实梯度的随机近似 ∇̃ f (x)。更新规则

xt+1 = xt− γt ∇̃ f (xt), (10.2)

被称为随机梯度下降 (SGD)。下面讨论两个典型案例.
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10.1.1 激励案例

例 10.1 Gibbs模型的极大似然参数估计. 当 f 的梯度具有分析上难以处理的期望的形式时，随机梯度是

有用

∇ f (θ) = Epθ [g(X ;θ)] (10.3)

对于分布族P = {pθ}θ∈Θ 和随机变量 X ∈X。当极大似然被用来估计 Gibbs模型的参数时会遇到这种

情况

pθ (X) =
1

Z(θ)
exp{−U(X ;θ)} (10.4)

具有偏函数 Z(θ) =
∫
X exp{−U(X ;θ)}dX. 给出独立同分布的 pθ 的对数似然。观测数据 {Xi}n

i=1 时

l(θ) =
1
n

n

∑
i=1

log pθ (Xi) =− logZ(θ)− 1
n

n

∑
i=1

U(Xi;θ), (10.5)

并且最大化 l(θ)产生模型参数的最大似然估计（MLE）θ ∗.

最大化对数似然 (10.5)找到 MLE等效于找到的值，其最小化 pθ 与真实数据分布 q之间的 KL散

度。观察

KL(q||pθ ) = Eq

[
log

q(X)

pθ (X)

]
= Eq[logq(X)]−Eq[log pθ (X)],

且 Eq[logq(X)]不依赖于 θ。最小化 KL(q||pθ )只需最小化 −Eq[log pθ (X)]。给定 q之后的数据集 {Xi}n
i=1，

我们可以使用大数定律来获得近似 Eq[log pθ (X)] ≈ 1
n ∑n

i=1 log pθ (Xi)。因此，最小化 KL(q||pθ )相当于最

大化 (10.5)，并且 pθ ∗ 可以被解释为族P 中与 q最接近的近似.

难以理解的偏函数 Z(θ)是评估 ∇l(θ)时的主要障碍。幸运的是，logZ(θ)的梯度可以用封闭的形
式表示:

d
dθ

logZ(θ) =−Epθ

[
∂

∂θ
U(X ;θ)

]
. (10.6)

推导如下:

d
dθ

logZ(θ) =
1

Z(θ)

[
d

dθ
Z(θ)

]
=

1
Z(θ)

[
d

dθ

∫
X

exp{−U(X ;θ)}dX
]

=
1

Z(θ)

∫
X

∂
∂θ

exp{−U(X ;θ)}dX

=− 1
Z(θ)

∫
X

exp{−U(X ;θ)}
[

∂
∂θ

U(X ;θ)
]

dX
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=−
∫

X
pθ (X)

[
∂

∂θ
U(X ;θ)

]
dX =−Epθ

[
∂

∂θ
U(X ;θ)

]
.

在温和的规律性条件下，第三行中的积分和微分运算的交换是合理的。该分析表明似然梯度可以写成

∇l(θ) = Epθ

[
∂

∂θ
U(X ;θ)

]
− 1

n

n

∑
i=1

∂
∂θ

U(Xi;θ), (10.7)

这是形式 (10.3)的特殊情况,其中

g(X ;θ) =
∂

∂θ
U(X ;θ)− 1

n

n

∑
i=1

∂
∂θ

U(Xi;θ).

除了最简单外的所有情况中，期望 Epθ

[ ∂
∂θ U(X ;θ)

]
不能精确计算。然而，通过从分布 pθ 获得MCMC

样本 {Yi}m
i=1，我们可以使用大数定律近似 Epθ

[ ∂
∂θ U(X ;θ)

]
≈ 1

m ∑m
i=1

∂
∂θ U(Yi;θ)并计算真实梯度 ∇l(θ)的

∇̃l(θ):

∇̃l(θ) =
1
m

m

∑
i=1

∂
∂θ

U(Yi;θ)− 1
n

n

∑
i=1

∂
∂θ

U(Xi;θ). (10.8)

来自 pθ 的 MCMC样本 {Yi}m
i=1 有时被称为负样本，而不是跟随真实分布 q的"正"样本 {Xi}n

i=1。在计

算近似梯度后，可以应用随机梯度下降更新 (10.2)来迭代求解 θ̂，其中 ∇̃ f (θ) = −∇̃l(θ)，因为我们最
大化l(θ)。直观地，(10.8)中的梯度激励 pθ 的MCMC样本,去匹配由U(X ;θ)编码的特征中的训练数据
{Xi}n

i=1.

例 10.2 大规模学习. 当目标是大量可微分子函数的总和时，随机梯度下降也很有用:

L(w) =
1
n

n

∑
i=1

Li(w). (10.9)

L(w)的倒数具有简单的形式

∇L(w) =
1
n

n

∑
i=1

∇Li(w). (10.10)

在实际中经常遇到目标函数形式 (10.9)。将每个观察损失 L(X ;w) 应用于一组观察数据 {Xi}n
i=1 时，

可能出现附加目标，其中 Li(w) = L(Xi;w)。在监督学习中，观察结果为 Xi = (Zi,Yi)对，个体损失项为

L(Xi;w) = L(Zi,Yi;w)。通常，不同的观察 Xi 被视为 i独立同分布样本。当 L(X ;w)是无监督学习中的负

对数似然 − log p(X ;w)或监督学习中的条件负对数似然 − log p(Z|Y ;w)时，观察之间的独立性导致整个

数据集的损失分为各个损失项的总和:

− log p({Xi}n
i=1;w) =− log

[ n

∏
i=1

p(Xi;w)
]
=

n

∑
i=1
− log p(Xi;w) =

n

∑
i=1

L(Xi;w) ∝ L(w).

在对复杂数据进行建模时，单个梯度 ∂
∂w L(Xi;w)的计算成本可能很高。如果数据集非常大，则完全

梯度 ∇L(w)的计算可能很快地变得非常昂贵。在深度学习应用中昂贵的梯度计算和大型数据集都是典
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型的。另一方面，每个观测梯度 ∂
∂w L(Xi;w)可以被认为是真实梯度 ∇L(w)的噪声版本，并且在大样本量

的限制下，少量梯度的预测能力保持不变。这促使了对于 |B|= nB 大小的随机样本 B⊂ {1, . . . , n}使用
小批量 {Xi : i ∈ B}。在每次迭代中，仅针对小批量观察计算梯度，产生随机梯度

∇BL(w) =
1
nB

∑
i∈B

∂
∂w

∇L(Xi;w). (10.11)

显示 E [∇BL(w)] = ∇L(w)是直接的，10.1.3节中讨论了 (10.11)中更深层的属性。(10.11)的一个特例是在

线学习，每批 (即 nB = 1)使用一次观测.

在使用MCMC的深度学习应用程序中 (参见第 10.3节)，需要来自例 10.1例 10.2的随机梯度。当用

梯度 (10.8)学习深层网络函数的 MLE参数时，需要 MCMC样本以在第一项中获得近似梯度，而在第

二项中使用小批量的观测数据以降低计.

10.1.2 Robbins-Monro定理

SGD算法 (10.2)的收敛性分析仅限于 1维情况 d = 1.

Theorem 10.1 (Robbins-Monro) 如果满足以下条件，则序列 wn 会收敛于 L2(因此概率)为 θ :

1. G(w)在存在C < ∞使得 P(|G(w)| ≤C) = 1的意义上时均匀有界的.

2. F(w)不减少. 可微且 F ′(θ)> 0.

3. 序列 γn 满足
∞

∑
n=0

γn = ∞以及
∞

∑
γ=0

γ2
n < ∞.

定理 10.1的多维版本受到许多约束性假设的限制。最近的显式版本 [16] 考虑了噪声观, 因此 G(θn) =

∇ fn(θn).

Theorem 10.2 (Moulines, 2011) 假设满足一下条件

H1) 存在可微函数 f : Rd → R使得

E[∇ fn(θ)] = ∇ f (θ), ∀n≥ 1 概率为 1

H2) 对所有的 n≥ 1 fn 几乎肯定时凸的,可微且

∀θ1,θ2 ∈ Rd,E(‖∇ fn(θ1)−∇ fn(θ2)‖2)≤ L2‖θ1−θ2‖2 概率为 1

H3) 函数 f 相对于范数 ‖ · ‖是强凸的，其中一些常数 µ > 0:

∀θ1,θ2 ∈ Rd, f (θ1)≥ f (θ2)+(θ1−θ2)∇ f (θ2)+
µ
2
‖θ1−θ2‖2

H4) 存在 σ > 0使得 ∀n≥ 1, E(‖∇ fn(θ)‖2)≤ σ .
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设 δ0 = ‖θ0−θ‖2, φβ (t) = tβ−1
β 且对于一些 α ∈ [0,1],γn =Cn−α . 来自于等式. (10.2)的序列满足

E‖θn−θ‖2 ≤ 2exp
[

4L2C2φ1−2α(n)−
µC
2

n1−α
](

δ0 +
σ 2

L2

)
+

4Cσ 2

µnα

当 α < 1时. 如果 α = 1,那么:

E‖θn−θ‖2 ≤ exp(2L2C2)

nµC

(
δ0 +

σ 2

L2

)
+2

C2σ 2

nµC/2 φµC/2−1(n).

在最小处 [13]收敛时间的Hessian矩阵Hi j =
∂ 2L(θ)
∂wi∂w j

的条件数 κ = λmax/λmin成正比。此行为与第 9.5节中讨

论的HMC属性相当。完全梯度迭代 (批量大小等于 n)在 L(θ k)−L(θ)=O(ρk)的意义上具有线性收敛，其

中 ρ < 1取决于条件数 κ(来自 [17],定理 2.1.15)。在线版本具有子线性收敛 E[L(θ k)]−L(θ) = O(1/k)[18]

但每次迭代的速度要快 n倍。

10.1.3 随机梯度下降和 Langevin方程

考虑 (10.11)的随机小批量梯度。小批量选择的采样过程定义了梯度的多变量分布。可以使用梯度

的第一和第二时刻来分析 SGD，以 Langevin方程的形式定义 SGD的连续时间模拟（参见第 9.4.3节）。

令人惊讶的是，出现在 SGD Langevin 方程中的扩散矩阵是传统牛顿优化中使用的矩阵的逆。SGD 与

Langevin方程之间的联系揭示了 SGD的重要性质，包括批量大小的作用，稳态分布和一般化.

考虑使用小批量梯度 ∇B f (x) = 1
nB

∑i∈B ∇ fi(x)最小化额外损失 f (x) = ∑n
i=1 fi(x). 继继 Hu等人 [11]之

后,我们首先找到随机梯度 ∇B f (x)的期望和方差。矩阵

D(x) =

(
1
N

N

∑
i=1

∇ fi(x)∇ fi(x)ᵀ
)
−∇ f (x)∇ f (x)ᵀ (10.12)

将在分析中发挥重要作用，我们将其称为扩散矩阵，其原因将变得很清楚。设 B = {i1, . . . , inB}是小批
量成员的索引。假设为了便于分析,B是一个简单的随机样本，替换 {1, . . . , n}。单样本期望和方差是

E[∇ fi j(x)] =
1
n

n

∑
i=1

∇ fi(x) = ∇ f (x),

Var[∇ fi j(x)] = E
[
∇ fi j(x)∇ fi j(x)

ᵀ]−E
[
∇ fi j(x)

]
E
[
∇ fi j(x)

]ᵀ
= D(x).

关于替换的简单随机样本的均值和方差的标准结果显示:

E[∇B f (x)] =
1
nB

nB

∑
j=1

E[∇ fi j(x)] =
1
nB

nB

∑
j=1

∇ f (x) = ∇ f (x) (10.13)

Var[∇B f (x)] = Var

[
1
nB

nB

∑
j=1

∇ fi j(x)

]
=

1
n2

B

nB

∑
j=1

Var
[
∇ fi j(x)

]
=

D(x)
nB

(10.14)
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其中方差计算中的第二个相等利用小批量梯度是独立随机变量的事实.

我们可以将均值与小批量梯度分开，并将 SGD更新 (10.2)写为

Xt+1 = Xt−η∇B f (Xt) = Xt−η∇ f (Xt)+
√

η Vt

其中 Vt =
√η(∇ f (Xt)−∇B f (Xt)). SGD扩散项 Vt 明显具有均值 E[Vt ] = 0且方差 Var[Vt ] =

η
|B| D(Xt). Li等

人.[14]分析 Vt 以证明 SGD和 Langevin动力学之间的以下联系. 见 Hu等人. [11]进行其它分析.

Theorem 10.3 (Li et al., 2017 [14]) 假设 f 和 { fi}n
i=1 是 Lipschitz连续的，具有至多线性渐进增长，并且

具有足够高的导数属于具有多项式增长的函数集。那么

dXt =−∇ f (Xt)dt +
√

η
nB

D(Xt)dWt , (10.15)

其中 dWt 布朗运动,是 (10.2)中具有小批量梯度 (10.11)的 SGD过程的一阶随机近似。

SGD和 Langevin动力学 (10.15)之间的等价揭示了 SGD的几个重要特性。一个观测结果是 SGD批

量大小起反温作用，因为噪声 η
nB

D(Xt)的大小与批量大小 nB 成反比变化。使用较小的批量大小可以直

观地理解为在较高温度下探索损失情况，因为当使用较小批次时，采样过程中存在更多变化。大批量

SGD与完全梯度优化类似，就像低温采样一样。有趣的是，最近的工作 [12]表明，使用小批量 SGD发

现的深度网络参数比使用大批量 SGD的参数具有更好的泛化属性。这证明小批量 SGD产生的"高温"

动态比完全梯度方法更不容易陷入局部最小值。虽然 SGD最初是出于计算效率的原因而采用的，但它

也具有自然适合在高度过度参数化设置中找到具有良好泛化参数的属性。

Zhang等人. [23]观察到扩散矩阵 D(x)的结构也与 SGD的泛化特性有关。考虑在局部最小值附近

的 SGD过程。在这种情况下，∇ f (x)≈ 0且扩散矩阵 D(x)近似等于经验费希尔信息:

D(x)≈ 1
N ∑

i=1
∇ fi(x)∇ fi(x)ᵀ ≈ E[∇ fi(x)∇ fi(x)]ᵀ. (10.16)

有较大特征值的费希尔信息的特征向量具有较大的曲率，这意味着沿着这些方向的小扰动可以导致 f (x)

的输出大的变化。相反，有较小特征值的费希尔信息的特征向量对应于抵抗输入的小扰动的"平坦"方

向。直观地,"平坦"最小值具有更好的泛化属性，因为对输入扰动的鲁棒性表明该模型不会过度拟合.

比较 (10.15)中的 SGD Langevin动力学与 Riemann流形 Langevin动力学 (见第 9.5节)揭示了令人惊

讶的事实，(10.16)中的噪声矩阵 D(x)是出现在 RMLMC中的噪声矩阵的逆。回想一下，RMLMC噪声

协方差是逆费希尔信息，它重新调整局部景观几何，使每个方向的单位方差不相关。换句话说，RMLMC

动态调整加入 LMC中梯度的各向同性噪声，以便沿着局部景观的更受约束的方向（具有更大特征值的

方向）采取更小的步骤，而沿着局部景观的更平坦的方向采取更大的步骤（具有较小特征值的方向）。

RMLMC动态与传统二阶优化技术的理念一致.

另一方面，SGD中的噪声矩阵D(x)是未反转的费希尔信息的近似值。与传统的二阶优化不同，SGD

在具有高特征值的方向上采取较大的步长，而在具有低特征值的方向上采取较小的步长。SGD的扩散

动态主动探测局部协方差的最受约束的方向。受约束的方向可以直观地理解为"不信任的"方向，因为

沿着这些方向,模型中的微小变化会导致模型性能大的变化。有趣的是，SGD扩散项似乎集中在不值得
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信任的方向上。通过在每次迭代中寻找最受约束的方向，SGD最终定位"平坦的"局部最小值，其中几

乎所有方向都是不受约束的。因此，SGD可以在训练早期逃离狭窄的盆地并避免过度拟合。SGD动态

与经典优化技术有很大不同。局部几何中的紧密约束方向不需要被遵守--相反，刚性方向的主动扰动有

助于找到具有更好泛化的平坦最小值。深度学习中高度复杂函数的优化不仅有利于 SGD 的计算效率，

还有利于自然适应损失景观几何的 SGD属性。

鉴于 SGD可以通过连续时间 Langevin方程近似，很自然地就能分析 Langevin动力学的稳态分布。

天真的直觉可能表明稳态是 1
Z exp{− f (x)/T}，是目标函数 f 的 Gibbs分布。然而，SGD近似的真实稳

态更复杂。直觉上，当 D(x)是一个常数矩阵 D时，考虑 (10.15)的动态。在这种情况下，动态 (10.15)

可以写成

dXt =−
η

2nB
D
[

2nB

η
D−1∇ f (Xt)

]
dt +

√
2
(

η
2nB

)
DdWt . (10.17)

第 9.4.3节中 Langevin方程的讨论表明,如果有一个函数 g满足 ∇g(x) = D−1∇ f (x),那么 1
Z exp{− 2nB

η g(x)}
必定是 (10.17)的稳态. 很容易看出，当 D = c Id时, (10.17)的稳态具有 1

Z exp{− f (x)/T}的形式,标量乘

以单位矩阵.

更一般地，Chaudhari和 Soatto[3]在简化 ∇ f (x)结构的假设下表明 SGD Langevin (10.15)的稳态等

于 1
Z exp{− f (x)/T},当且仅当 D(x) = c Id时。在实际中，在 SGD轨迹中观察到的扩散矩阵是高度非各

向同性的。鉴于先前的观察结果,D(x)的结构与 f 的非欧几里德几何相关，这并不令人惊讶。因此 [3]中

的作者得出结论，SGD不遵循目标函数的 Gibbs分布。另一方面，自然梯度 D−1∇ f (X)和 (10.17)中的

扩散矩阵 D的出现表明 SGD的动态自然地适应 f 的能量景观。进一步了解 SGD的稳态和几何特性可

以继续为大规模优化和深度学习的复杂行为提供有价值的见解。

10.2 马尔可夫随机场 (MRF)模型的参数估计

本节介绍了学习马尔可夫随机场（MRF）模型参数的方法。这种密度族具有这种形式

pβ (x) =
1

Z(β )
exp

{
−

K

∑
k=1
〈β (k),Uk(x)〉

}
=

1
Z(β )

exp{−〈β ,U(x)〉} (10.18)

其中 β = (β (1), . . . , β (K))，β (k) ∈Rdk，是要学习的模型参数, x ∈Ω⊂Rd 是MRF空间中的观测值，Uk(x) :

Ω→ Rdk 是足够的统计量，Z(β )是偏函数 Z(β ) =
∫

Ω exp(−〈β ,U(x)〉)dx。MRF密度是 Gibbs密度 (10.4)

的特殊情况，其中势能具有线性分解U(x;β ) = 〈β ,U(x)〉。
可以将 MRF 分布推导为满足给定期望集的最大熵分布。考虑足够的统计量 Uk(x) : Ω→ Rdk for

k = 1, . . . , K，并且假设对于每个Uk，想要找到具有特定期望值 Ep[Uk(X)] = ak 的概率分布 p。为了避免

在强制预期之外指定模型，应该寻找仅满足充分统计要求的最一般分布。使用 −Ep[log p(X)]作为分布

一般性的度量产生约束优化问题

p(x) = argmaxp

{
−
∫

Ω
p(x) log p(x)dx

}
服从 Ep[Uk(X)] = ak for k = 1, . . . , K. (10.19)

使用拉格朗日乘子法，可以证明约束最大化问题 (10.20)的解是MRF分布 (10.18)，其中 β =(β (1), . . . , β (K))
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是拉格朗日乘数。

虽然对于给定的一组期望的最大熵密度的形式总是 MRF密度，但是学习 MRF模型仍然需要找到

超参数 β。拉格朗日乘数不能明确计算，必须使用梯度下降的迭代估计。如例 10.1中所述，通过最大化

i.i.d的对数似然来找到MLEβ ∗。观测数据相当于最小化MRF模型 pβ 与真实数据分布之间的 KL散度，

这进一步地相当于在真实分布下最小化 pβ 的熵。因此，对于MRF模型的MLE学习可以被解释为极小

化熵学习：MRF密度给出最大熵模型的形式，而MLE学习在MRF族中找到最小熵模型。

给定一组独立同分布观察 {Xi}n
i=1，可以按照例 10.1，通过根据 (10.8) 中的梯度优化 β 来找到对

数似然 (10.5) 的 MLE β ∗。由于 MRF 密度的势能在 β 中是线性的，因此得分函数是 ∂
∂β ∇ log pβ (x) =

−∇ logZ(β )−U(x)并且对数似然 l(β )的梯度有更简单的形式

∇l(β ) = Epβ [U(X)]− 1
n

n

∑
i=1

U(Xi)≈
1
m

m

∑
i=1

U(Yi)−
1
n

n

∑
i=1

U(Xi) (10.20)

其中 {Yi}m
i=1是从MCMC获取的 pβ 的样本. 需要蒙特卡罗模拟来估计难以处理的期望 Epβ [U(X)]以获得

β 的近似梯度。由于潜在的 −〈β ,U(x)〉的线性，对数似然 l(β )是凸的，MLE β ∗对于MRF模型是唯一

的。观察到随机梯度 (10.20)激励来自当前分布 pβ 的样本去匹配来自真实数据分布样本的充分统计。

10.2.1 学习具有随机梯度的 FRAME模型

作为 MRF模型的随机梯度学习的一个具体例子，我们讨论了第 9.6.3节例 9.1中介绍的 FRAME模

型。设 IΛ 是在点阵 Λ上定义的图像和 I∂Λ 是放射性点阵 Λ的邻域 ∂Λ的固定边界条件。设 h(IΛ|I∂Λ)是

边界条件 I∂Λ下 IΛ的特征统计量。通常 h(·)是一组直方图 {hk(·)}K
k=1，其测量 IΛ|I∂Λ上卷积滤波器 Fk 的

响应。FRAME密度具有形式 (见 [25])

p(IΛ|I∂Λ;β ) =
1

Z(I∂Λ,β )
exp

{
−

K

∑
k=1
〈β (k),hk(IΛ|I∂Λ)〉

}
=

1
Z(I∂Λ,β )

exp{−〈β ,h(IΛ|I∂Λ)〉}. (10.21)

在原始 FRAME应用中，单个纹理图像 Iobs 用作模型的训练数据。假设纹理图像的分布是空间不变的，

则 Iobs的不同块（滤波器卷积非零的局部区域）可以被视为独立同分布观测结果。因此，来自单个大纹

理图像的随机贴片具有与独立贴片相同的统计量 h(IΛ|I∂Λ)。当建模对齐的数据 (如对象)时，必须更加

小心。

最大化 FRAME对数似然

G(β ) = log p(Iobs
Λ |Iobs

∂Λ ;β ) (10.22)

在形式中使用梯度 (10.20)

∇̃G(β ) = h(Isyn
Λ |Iobs

∂Λ)−h(Iobs
Λ |Iobs

∂Λ) (10.23)

可用于迭代求解唯一的MLE β ∗。合成图像 Isyn 由来自当前模型 p(IΛ|I∂Λ;β )的MCMC样本生成。下面

给出 FRAME学习算法的草图。有关 FRAME合成的图像示例，请参阅第 10.2.4节。

FRAME算法
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输入: 观察到的纹理图像 Iobs,滤波组件F = {F1, . . . , FK}, Gibbs扫描量 S,步长 δ > 0,收敛误差 ε > 0.

输出: MLE β ∗ = ((β (1))∗, . . . , (β (K))∗)以及合成图像 Isyn.

1. 通过滤波器与 {Fk}K
k=1 在每个位置 (x,y) ∈ Λ的卷积计算 h(Iobs

Λ |Iobs
∂Λ) = {hk(Iobs

Λ |Iobs
∂Λ)}K

k=1.

2. 初始化 β (k)
0 = 0 for k = 1, . . . , K 和 Isyn 为均匀的白噪声.

3. 重复:

(a) 计算 h(Isyn
Λ |Iobs

∂Λ) = {hk(Isyn
Λ |Iobs

∂Λ)}K
k=1.

(b) 更新 β，根据
βt = βt−1 +δ∇̃G(βt−1)

其中 ∇̃G(β )是 (10.23)中的随机梯度.

(c) 应用 Gibbs采样器，使用 (10.21)中密度 p(IΛ|I∂Λ;β t)对 S次扫描更新 Isyn.

直到: 1
2 ∑K

k=1 ||hk(Iobs
Λ |Iobs

∂Λ)−hk(Isyn
Λ |Iobs

∂Λ)||1 < ε .

10.2.2 FRAME的替代学习方法

训练 FRAME 模型时的主要障碍是用于在每次更新 之后合成图像的 MCMC 步骤的计算成本。由

于直方图特征在 I中不可区分，因此 HMC不是可行的选择，必须使用单站点 Gibbs采样。这种为随机

梯度学习生成负样本的方法可能非常慢。通过减少评估 Ep(IΛ|I∂Λ;β )[h(IΛ|I∂Λ)]的计算负担，可以使用原始

FRAME算法的变体来提高训练速度。

在原始 FRAME算法中使用MCMC采样来绕过难以处理的偏函数 Z(I∂Λ,β )的计算。FRAME算法

的变体利用纹理图像的局部结构和 FRAME势的线性结构 −〈β ,h(IΛ|I∂Λ)〉来找到用于近似 Z(I∂Λ,β )的
替代方法。本节介绍了设计 FRAME算法替代方案的两个原则，下一节介绍了四种变体算法。

设计准则 I:数量,大小,和前景形状 patches.

第一个设计准则是将完整图像点阵 Λ分成一组较小的，可能重叠的子点阵 {Λi}M
i=1。子点阵的大小和形

状可以是任意的。然后将联合对数似然定义为 patch对数似然的总和:

Gpatch(β ) =
M

∑
j=1

log p(Iobs
Λi
|Iobs

∂Λi
;β ). (10.24)

将图像点阵分成较小的块有助于提高训练期间的采样效率。固定背景像素可以显着提高MCMC样本的

混合速率，而不会大大降低合成图像的精确度。

图 ??显示了 {Λi}M
i=1 的四种典型选择。较亮的像素位于前景Λi 中，其被背景 ∂Λi 中的较暗像素围

绕。在情况（a），（c）和（d）中，Λi是具有 m×m个像素的方形贴片。在一个极端情况下，图 ??(a)选

择一个由 Λ1 表示的最大贴片，即M = 1，m = N−2w，其中 w是边界的宽度。在这种情况下，Gpatch 对
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a b c d

图 10.1: Λi, i = 1,2, ...,M的各种选择. 较亮的像素在前景 Λi 中被 ∂Λi 中较暗的背景像素围绕。∂Λi 的宽
度取决于最大卷积滤波器的大小。示例相应为：a）似然（原始 FRAME算法），b）部分似然（算法 I），
c）patch似然（算法 II）或卫星似然（算法 III），以及 d）伪似然（算法 IV）。Zhu和 Liu[24]提供.

应于标准对数似然，它采用随机梯度MLE方法 ([22, 25] [4, 5, 6])在例 10.1中讨论。在另一个极端情况

下，图 ??(d)选择最小贴片大小 m = 1.这里 Gpatch 是来自最大伪似然估计 (MPLE)[1]的对数伪似然。在

MPLE中，假设图像的联合密度是每个给定其余输入的单变量维数的条件密度的乘积，所以每个像素定

义一个独立的贴片。图 ??(c)是极端情况 (a)和 (d)之间的一个例子，其中 Gpatch是 log-patch-likelihood或

对数-卫星-似然。在第四种情况下，图 ??(b)只选择一个 (M = 1)不规则形状的贴片 Λ1，这是一组随机

选择的像素,其余的像素在背景 ∂Λ1 中。在这种情况下，Gpatch 被称为对数-局部-似然。在图 ??(c)和 (d)

中，前景像素可以作为不同贴片的背景。直接证明最大化 G(β )导致所有四种选择 [7]的一致估计。

设计准则 II:用于估计偏函数的参考模型.

不是从每个步骤中的更新模型中采样以获得随机梯度，而是可以使用固定参考模型并使用重要性采样

来评估期望 Ep(IΛ|I∂Λ;β )[h(IΛ|I∂Λ)]. FRAME势的线性结构促进了这种方法. 设 βo 为 FRAME参数 β 的参
考值，因此 p(IΛi |I∂Λi ;β o)为参考模型. 假设 {Λi}M

i=1 是前景贴片，并且 Isyn
i j , j = 1,2, ...,L是来自参考模型

p(IΛi |Iobs
∂Λi

;β o)对每个贴片 Λi 的典型样本。使用 FRAME势的线性结构，我们可以通过蒙特卡罗积分与

参考模型 β o 近似分割函数 Z(Iobs
∂Λi

,β )，如下所示:

Z(Iobs
∂Λi

,β ) =
∫

exp{−〈β ,h(IΛi |Iobs
∂Λi

)〉}dIΛi

= Z(I∂Λi ,β o)
∫

exp{−〈β −β o,h(IΛi |Iobs
∂Λi

)〉}p(IΛi |Iobs
∂Λi

;β o)dIΛi

≈
Z(Iobs

∂Λi
,β o)

L

L

∑
j=1

exp{−〈β −β o,h(I
syn
i j |Iobs

∂Λi
)〉}. (10.25)

我们可以使用它来获得直方图期望的替代近似值:

E
p(IΛi |I

obs
∂Λi

;β )

[
h(IΛi |Iobs

∂Λi
)
]
= E

p(IΛi |I
obs
∂Λi

;β o)

[
h(IΛi |Iobs

∂Λi
)

p(IΛi |Iobs
∂Λi

;β )
p(IΛi |Iobs

∂Λi
;β o)

]

= E
p(IΛi |I

obs
∂Λi

;β o)

[
h(IΛi |Iobs

∂Λi
)exp{−〈β −β o,h(IΛi |Iobs

∂Λi
)〉}

Z(Iobs
∂Λi

,β o)

Z(Iobs
∂Λi

,β )

]
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≈ E
p(IΛi |I

obs
∂Λi

;β o)

[
Lωi j h(IΛi |Iobs

∂Λi
)
]

≈
L

∑
j=1

ωi j h(Isyn
i j |Iobs

∂Λi
)

其中 ωi j 是样本 Isyn
i j 的权重:

ωi j =
exp{−〈β −β o,h(I

syn
i j |Iobs

∂Λi
)〉}

∑L
j′=1 exp{−〈β −β o,h(I

syn
i j′ |Iobs

∂Λi
)〉}

.

然后可以用随机梯度完成优化 (10.24)

∇̃Gpatch(β ) =
M

∑
i=1

{
L

∑
j=1

ωi jh(Isyn
i j |Iobs

∂Λi
)−h(Iobs

Λi
|Iobs

∂Λi
)

}
. (10.26)

参考模型 p(IΛi |Iobs
∂Λi

;β o)的选择取决于贴片 Λi的大小。通常，重要性采样仅在两个分布 p(IΛi |Iobs
∂Λi

;β o)

和 p(IΛi |Iobs
∂Λi

;β )重叠时才有效。在极端情况m= 1的情况下，MPLE方法 [1]选择 β o = 0并将 p(IΛi |Iobs
∂Λi

;β o)

设置为均匀分布。在这种情况下，可以精确地计算 Z(Iobs
∂Λi

,β )。在大前景 m = N−2w的另一种极端情况

下，随机梯度 MLE方法必须选择 β o = β 以便获得合理的近似。因此，两种方法必须从 β 0 = 0开始迭

代地采样 p(I;β )。

10.2.3 FRAME算法的四个变种

算法 I:最大化偏似然.

我们通过随机选择一定百分比（比如 30%）的像素作为前景 Λ1来选择图 ??中所示的点阵，其余的被视
为背景 Λ/Λ1。我们定义了一个对数偏似然

G1(β ) = log p(Iobs
Λ1
|Iobs

Λ/Λ1
;β ).

通过梯度下降最大化 G1(β ) ,我们迭代地更新 β :

∇G1(β ) = E
p(IΛ1 |I

obs
Λ/Λ1

;β )
[h(IΛ1 |Iobs

Λ/Λ1
)]−h(Iobs

Λ1
|Iobs

Λ/Λ1
)≈ h(Isyn

Λ1
|Iobs

Λ/Λ1
)−h(Iobs

Λ1
|Iobs

Λ/Λ1
), (10.27)

其中 Isyn 是来自 p(IΛ1 |Iobs
Λ/Λ1

;β )的一个MCMC样本。

该算法遵循与 FRAME[25]中的原始方法相同的过程。它以一种比 FRAME[25]中的原始算法更好

的方式在准确度和速度之间进行折衷。对数似然可能性具有比对数似然更低的费希尔信息，但是我们

的实验证明它比原始的最大最小化学习方法快 25倍而不会失去很多准确性。我们观察到这种加速的原

因是,原始采样方法 [25]花费其大部分时间在白色噪声图像开始的“非典型”边界条件下合成 Isyn
Λ1
。相

反，新算法适用于典型的边界条件 Iobs
Λ/Λ1
，其中 Gibbs模型 p(I;β )的概率质量被聚焦。速度似乎由前景

点阵的直径决定，其直径由可以适合前景点阵的最大圆测量。

算法 II:最大化贴片似然.
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算法 II从 Iobs
Λ 中选择一组 M 个重叠的贴片，并在每个贴片上"挖"一个孔 Λi，如图 ??.b所示。因此我

们定义一个贴片对数-似然

G2(β ) =
M

∑
i=1

log p(Iobs
Λi
|Iobs

∂Λi
;β ).

通过随机梯度最大化 G2(β ) ,我们按照算法 1迭代地更新 β :

∇G2(β ) =
M

∑
i=1

E
p(IΛi |I

obs
Λ/Λi

;β )
[h(Isyn

Λi
|Iobs

Λ/Λi
)]−

M

∑
i=1

h(Iobs
Λi
|Iobs

Λ/Λi
)≈

M

∑
i=1

h(Isyn
Λi
|Iobs

Λ/Λi
)−

M

∑
i=1

h(Iobs
Λi
|Iobs

Λ/Λi
). (10.28)

与算法 I相比，点阵的直径被均匀地控制了。算法 II具有和算法 I类似的性能。

算法 III:最大化卫星似然.

算法 I和 II仍然需要为每个参数更新合成图像，这是计算密集型任务。现在我们提出第三种算法，它能

够以几秒的速度近似计算 β，而无需在线合成图像。我们选择 Gibbs模型 p(I;β )所属的指数族 Ω中的
一组参考模型R:

R = {p(I;β j) : β j ∈Ω, j = 1,2, ...,s}.

我们使用MCMC离线采样（或合成）每个参考模型的一个大的典型图像 Isyn
j ∼ p(I;β j)。这些参考模型

从 Ω中的不同“视角”估计 β。通过类比全球定位系统，我们将参考模型称为“卫星”。参考模型是允
许估计任意系统的已知系统，就像已知的卫星位置可用于估计任意位置一样。

The对数-卫星-似然

G3(β ) =
M

∑
i=1

log p(Iobs
Λi
|Iobs

∂Λi
;β ).

与对数-贴片-似然相同，但我们将在参考模型 p(IΛi |Iobs
∂Λi

;β j)上使用重要性采样来评估期望值 E
p(IΛi |I

obs
∂Λi

;β )

[
h(IΛi |Iobs

∂Λi
)
]
.

正如在第 10.2.2节中所讨论的一样,我们可以使用近似值:

E
p(IΛi |I

obs
∂Λi

;β )

[
h(IΛi |Iobs

∂Λi
)
]
≈

L

∑
ℓ=1

exp{−〈β −β o,h(I
syn
i jℓ |Iobs

∂Λi
)〉}

∑L
ℓ′=1 exp{−〈β −β o,h(I

syn
i jℓ′ |Iobs

∂Λi
)〉}

h(Isyn
i jℓ |I

obs
∂Λi

)

其中 Isyn
i jℓ 是来自 p(IΛi |Iobs

∂Λi
;β j)的一个MCMC样本,ωi j 是样本 Isyn

i jℓ 的权重:

ωi jℓ =
exp{−〈β −β j,h(I

syn
i jℓ |Iobs

∂Λi
)〉}

∑L
ℓ′=1 exp{−〈β −β j,h(I

syn
i jℓ′ |Iobs

∂Λi
)〉}

.

按照 10.2.2节中的方法，我们用随机梯度最大化 G3(β )

∇̃G3(β ) =
s

∑
j=1

{
M

∑
i=1

[
L

∑
ℓ=1

ωi jh(Isyn
i jℓ |I

obs
∂Λi

) − h(Iobs
Λi
|Iobs

∂Λi
)

] }
. (10.29)

对于每个前景贴片 Λi 和每个参考模型 p(I;β j)，我们需要生成一组 L个合成贴片 I syn
i j = {Isyn

i jℓ ;ℓ =
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1,2, ...,L,∀i, j}以填充 Λi 直方图频率的计算。有两种生成 I syn
i j 的方法:

1. 从条件分布 Isyn
i jℓ ∼ p(IΛi |Iobs

∂Λi
;β j)采样. 这很昂贵，必须在线计算.

2. 从边缘分布 Isyn
i jℓ ∼ p(IΛi ;β j)采样. 实际上,这只是用从离线计算的合成图像 Isyn

j 中随机选择的贴片

案来填充孔。

在实验中，我们尝试了两种情况，发现中等大小 m×m点阵的差异非常小，比如 4≤m≤ 13。第二种情

况引出了一种有用的训练算法，因为它允许我们绕过MCMC采样同时学习 β。当预合成图像用于参数
更新时，等式 (10.29)以秒速收敛于平均纹理模型。

但是，我们应该意识到对数卫星似然 G3(β )可能不是上限的风险。当 h(Iobs
Λi
|Iobs

∂Λi
)不能通过采样的贴

片 ∑L
ℓ=1 ωi jh(Isyn

i jℓ |Iobs
∂Λi

)的统计量的线性组合来描述时，会发生这种情况。当发生时，β 不会收敛。我们可
以通过在 Hsyn

i j 中包含观察到的贴片 Iobs
Λi
来处理这个问题，这样可以确保卫星似然总是在上界。直观地

说，让 Isyn
i j1 = Iobs

Λi
。然后学习 β，因此 ωi j1→ 1，ωi jℓ→ 0, ∀ℓ 6= 1.由于 L通常相对较大，比如说 L = 64，

因此添加一个额外的样本不会污染样本集。

算法 IV:最大化伪似然.

最大伪似然估计（MPLE）假设目标密度 p(X ;θ)可以被考虑为

p(X ;θ) =
N

∏
i=1

p(Xi|X∂{i};θ)

其中 ∂{i}时单独 {i}的边界. 因此对于前景点阵 Λ，FRAME对数-伪似然具有形式

G4(β ) = ∑
(x,y)∈Λ

log p(Iobs
(x,y)|Iobs

∂{(x,y)};β )

. 换句话说,贴片时每个单一的像素 Λi = (xi,yi).

即使在 MPLE因子分解之后，项 log p
(

Iobs
(x,y)|Iobs

∂{(x,y)};β
)
也难以评估任意 β，而且如算法 III那样要

求参考分布。MRF模型的简单选择是平凡的参考模型 βo = 0.显然，参考模型的密度 pβo(I)在图像空间

上是均匀的，因此生成参考分布的样本是微不足道的。可以使用 s = 1和 β1 = 0的梯度（1.29）来找到

最大化伪似然 G4(β )。MPLE通过使用简单的参考分布来绕开在线图像合成的负担，但计算增益通常以

降低采样图像中的真实性为代价。

总之，我们比较了用于估计MRF模型的 β ∗ ∈Ω的不同算法，并将它们分成三组。图 10.2说明了对

比。椭圆代表空间 Ω，每个 Gibbs模型由单个点表示。

第 1组表示最大似然估计（原始 FRAME算法）和最大偏/贴片似然估计。如图 10.2(a)所示，第 1

组方法在线生成并采样一系列“卫星”β 0,β 1, ...,β k。这些卫星越来越接近 β ∗（假设的真实值）。β ∗ 周
围的阴影区域表示计算 β 的不确定性，其大小可以通过费希尔信息测量。
第 2组是最大卫星似然估计。该估计器使用一组预先计算并离线采样的卫星，如图 10.2(b)所示。为

了节省时间，可以选择一小部分卫星来计算给定模型。可以根据差异 h(Isyn
j )和 h(Iobs)选择卫星。差异
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越小，卫星越接近估计模型，近似值越好。卫星应均匀分布在 β ∗周围以获得较好的估计。第 3组是最

大伪似然方法，这是第 2组的特例。如图 10.2(c)所示，伪似然使用均匀模型 β o = 0作为“卫星”来估

计任何模型，因此具有较大的方差。

Group 1 Group 2 Group 3
图 10.2: β ∗ 周围的阴影区域表示了对数似然函数的估计 β 或效率的方差。第 1组：原始 FRAME算法
和算法 I和 II在线生成一系列卫星以紧密接近 β。贴片尺寸可大可小。第 2组：最大卫星似然估计器
使用普通的一组离线计算的卫星，并可逐步更新。这可以用于小贴片。第 3组：MPLE使用单个卫星：
β o = 0。Zhu和 Liu[24]提供.

10.2.4 实验

在本节中，我们在学习 FRAME 纹理模型的上下文中评估各种算法的性能。我们使用 12 个滤波

器，包括一个强度滤波器，两个梯度滤波器，三个拉普拉斯高斯滤波器和六个固定比例和不同方向的

Gabor滤波器。因此，h(I)包括 12个直方图的滤波器响应，并且每个直方图具有 12个区间，所以 β 具
有 12×11个自由参数。我们选择 15种自然图像。随机梯度MLE估计来自原始 FRAME算法的 β ∗j（参
见第 10.2.1节和 [25]）被视为 ground truth以进行比较。在将 FRAME算法应用于每个纹理之后，我们获

得了 15个合成图像 Isyn
j ，其可以在算法 III中用作离线卫星图像。

实验 I:四种算法的比较.

在第一个实验中，我们比较了纹理合成中五种算法的性能。图 10.3显示了 3个 128×128像素的纹理图

案。对于每一行，第一列是来自原始 FRAME模型中使用随机梯度MLE方法的“ground-truth”合成图

像。其他四个图像使用 10.2.3节中的方法合成。对于算法 I到 III，我们将前景像素的总数固定为 5,000。

对于贴片可能性和卫星可能性，贴片大小固定为 5× 5像素。我们从每个纹理的 14个可用预先计算的

模型中选择 5个卫星。

对于不同的纹理，模型 p(I;β ) 可能对 β 的一些元素（例如尾区）比对其余参数更敏感，并且 β
向量在组分之间高度相关。因此，使用误差测量 |β −β ∗|来比较学习 β 的准确性并不是很有意义。相
反，我们对每个学习模型 Isyn ∼ p(I;β )进行采样，并比较合成图像与观察到的直方图误差。损失度量是
||h(Isyn)−h(Iobs)||1，超过 12对归一化直方图的总和。下表显示了图 10.3中合成图像的每种算法的误差。

这些数字受到采样过程中一些计算波动的影响。
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FRAME [26] Partial (Alg. I) Patch (Alg. II) Satellite (Alg. III) Pseudo (Alg. IV)

图 10.3: 使用从各种算法学习到的 β 合成纹理图像。从左到右的每一列。1. 使用完全似然作为 ground
truth的随机梯度算法，2。伪似然，3。卫星似然，4。贴片似然，5。偏似然。Zhu和 Liu [24]提供.

Fig.4. FRAME Pseudo Satellite Patch Partial

Fig.4.a 0.449 2.078 1.704 1.219 1.559

Fig.4.b 0.639 2.555 1.075 1.470 1.790

Fig.4.c 0.225 0.283 0.325 0.291 0.378

实验结果表明，这四种算法运行良好。卫星方法通常接近贴片和偏似然方法，虽然它有时可能比其

他方法产生稍好的结果，这取决于参考模型和要学习的模型之间的相似性。伪似然方法还可以捕获一

些较大的图像特征。特别地是，它适用于随机性质的纹理，如图 Figure 10.3(c)中的纹理。

就计算复杂度而言，卫星算法是最快的，并且它在 HP工作站中以 10秒的量级计算 β。第二快的
是伪似然，需要几分钟。然而，伪似然方法消耗大量内存，因为它需要记住 N×N 像素中的 g个灰度级

的所有 k个直方图。空间复杂度为 O(N2×g×k×B)，B为区间数，通常需要超过 1千兆字节的内存。偏

似然和贴片似然算法与具有完整MLE的随机梯度算法非常相似。由于初始边界条件是典型的，因此这

两个估计器通常仅占收敛扫描数的 1/10th。另外，仅需要合成像素点阵的一部分，这可以进一步节省计

算。贴片和偏似然算法的合成时间仅仅约为完全似然算法的 1/20th。

实验 II:分析最大卫星似然估计.

在第二个实验中，我们研究了卫星算法的性能如何受到 1）边界条件，以及 2）贴片尺寸 m×m的影响。
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Observed Satellite Satellite FRAME

a b c d
图 10.4: 卫星算法的性能评估。（a）观察到的纹理图像。（b）使用 β 学习的无边界条件的合成图像。（c）
使用边界条件学习的 β 的合成图像。（d）使用随机梯度学习的 β 的合成图像。Zhu和 Liu [24]提供.

1)边界条件的影响.

图 10.4.a将纹理图像显示为 Iobs。我们运行三种算法进行比较。图 10.4(d)是 FRAME（随机梯度法）的

结果。图 10.4(b)和 (c)是使用两个版本的卫星算法的结果:在线和离线。如 10.2.3节算法 III中所述，生

成图 10.4(c)的算法使用每个贴片的观察边界条件并进行在线采样，而生成图 10.4(b)的算法忽略边界条

件并离线合成图像。结果非常相似，这证明与离线采样的计算增益相比，算法 III的离线版本的精度损

失可以忽略不计。

2)贴片尺寸 m×m的影响.

我们修正前景像素的总数 ∑i |Λi|并且研究不同贴片尺寸 m的卫星算法的性能。图 10.5(a)-(c)显示了使

用通过卫星算法学习的 β 的三个合成图像，其中不同的贴片尺寸分别为 m = 2, 6, 9。从图 10.5(a)-(c)可

以清楚地看出，6×6像素的贴片尺寸给出了更好的结果。

a b c
图 10.5: 使用通过具有不同贴片尺寸的卫星方法学习到的的合成图像。(a) m = 2. (b) m = 6. (c) m = 9。
Zhu和 Liu [24]提供.

为了解释为什么 m = 6的贴片大小给出了更好的卫星近似，我们计算了决定性能的两个关键因素，

如图 10.6(a)所示。当贴片尺寸较小时，可以精确估计分割函数，如图 10.6中实线，点划线和虚曲线中

小的 Ep[(Ẑ−Z)2]所示。然而，对于小贴片，方差 E f [(β̂ −β ∗)2]较大，如图 10.6(a)中的虚线所示。因此，

贴片尺寸的最佳选择大约是两条曲线的交点。由于我们使用的参考模型接近图 10.6(a)所示的虚线，我

们预测最佳贴片大小在 5×5和 6×6之间。图 10.6(b)显示了合成图像 Isyn ∼ p(I;β )的统计量与观察到
的统计误差之间的平均误差，其中 β 是对 m = 1, 2, ..., 9使用卫星方法学习的，这里 6×6像素的贴片尺
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a b

图 10.6: x轴时贴片尺寸 m2. a). 针对贴片尺寸 m2 绘制虚曲线 E f [(β̂ −β ∗)2]. 三个不同的参考模型的实
线，点划线和虚曲线是 Ep[(Ẑ−Z)2] .b). 每个滤波器相对于贴片尺寸 m2的平均合成误差. Zhu和 Liu [24]
提供.

寸给出了最好的结果。

10.3 用神经网络学习图像模型

本节介绍了用于学习图像数据深度网络模型权重的随机梯度方法。所有方法的共同点是使用MCMC

来评估最大似然估计所需的难处理的梯度。由于深度网络函数几乎总是可微分的，因此 Langevin Dy-

namics（参见第 9.4.3节）通常是生成MCMC样本的首选方法。在本节的第一部分，我们介绍了对比发

散和持续对比发散，这是用于加速顺序更新的模型中蒙特卡罗样本的收敛两种重要技术。然后，我们将

介绍势能图像模型，图像生成器网络以及能量和发生器模型的协作系统的学习技术。

10.3.1 对比发散与持续对比发散

随机梯度 MLE方法（见例 10.1）使用来自电流分布 pθ (x)的样本 {Yi}m
i=1，用等式 (10.8)中的对数

似然梯度更新 θ。由于每次更新 θ 时 pθ (x)都会发生变化，因此每次新的梯度计算都需要新的 MCMC

样本。生成这些样本可能非常耗时。MCMC样本通常表现出高自相关性且具有很长的混合时间，并且

在大多数情况下，对于每个梯度更新，从 pθ (x)产生真正独立的MCMC样本是不可行的。另一方面，接

近目标分布初始化的MCMC样本可以快速收敛，因此用于随机梯度学习的合理初始化方案可以显着节

省计算量。

对比发散（CD）[10]和持续对比发散（PCD）[19]是初始化MCMC样本的两种常用方法。因为它

们使用“热启动”初始化，所以 CD和 PCD仅需要少量 MCMC迭代来达到每个梯度计算的近似收敛。

甚至在将 CD和 PCD正式引入机器学习著作之前，随机梯度方法（如 FRAME算法 [25]）已经使用了

PCD而没有给该技术一个明确的名称。

在 CD 学习中，观察到的数据 {Xi}n
i=1（或是一小批量观察结果）被用作负 MCMC 样本的初始点

{Y (0)
i }n

i=1。在 PCD学习中，先前参数更新的最终负样本 {Ỹi}m
i=1 被用作当前参数更新的初始点 {Y

(0)
i }m

i=1。

CD和 PCD在初始点上仅使用少量MCMC更新 k（甚至 k = 1）以获得用于等式 (10.8)中梯度计算的样
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本 {Y (k)
i }m

i=1。从理论角度看，应该使用大量的马尔可夫变换来获得可靠的稳态样本 {Y
(∞)

i }m
i=1。从计算角

度看，来自有意义的初始化的少量转换仍然可以提供用于参数估计的准确梯度信息。有关完全随机梯

度MLE，CD和 PCD的视觉比较，请参见图 10.7。

pθt

f

Ω

pθt

f

Ω

pθt

pθt−1

f

Ω

随机梯度MLE CD PCD

图 10.7: 在所有图中，Ω是数据 x的状态空间，pθt 是训练步骤 t的学习分布， f 是真实数据分布，点是
MCMC样本的初始点。左：完全随机梯度 MLE。MCMC样本从 Ω中的随机点初始化，许多马尔可夫
更新用于获得可靠的稳态样本。中：使用 CD的近似 MLE。MCMC样本从训练数据初始化，当 pθt 接
近真实分布 f 时，仅需要一些更新来进行收敛。右：使用 PCD近似MLE。从先前学习迭代的 pθt−1 的样
本，初始化MCMC样本。如果 θt 和 θt−1 之间的差异很小，则MCMC样本应该仅在几次马尔可夫更新
后就会收敛。

由于 CD的初始图像来自真实分布，因此在训练结束时，当学习的分布接近真实分布时，仅应使用

少量MCMC更新。另一方面，PCD初始图像来自先前学习模型的分布。只要参数更新很小，先前的模

型应该接近当前模型，并且 PCD更新假设应该在整个训练过程中被证明是合理的。在某些情况下，PCD

似乎具有优于 CD的性质，因为初始样本更接近当前模型，且初始样本在整个训练过程中变化。在随机

梯度学习中使用 CD或 PCD几乎是不可避免的，但这两种方法都会在训练过程中引入难以分析的额外

误差。

10.3.2 使用深度网络学习图像的势能: DeepFRAME

DeepFRAME 模型（见第 9.6.3节例 9.2和 [15, 20]) 扩展了 FRAME 模型，以融入深度学习的见解。

这些模型之间存在两个主要差异。首先，DeepFRAME势是线性层和激活函数的非线性组合。深度网络

电势比原始 FRAME中使用的线性电势更具表现力。其次，DeepGRAME模型的过滤器是在训练期间学

习的，与 FRAME模型中使用的固定手选过滤器相反。在训练期间自己学习滤波器对于灵活的图像表示

是必不可少的，因为手工设计捕获复杂图像的相关特征滤波器是非常困难的。

具有权重参数 w的 DeepFRAME密度具有形式

pw(I) =
1
Z

exp{F(I;w)}q(I), (10.30)
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其中 q是一个高斯先验分布 N(0,σ 2 Id). DeepFRAME势能函数为

U(I;w) =−F(I;w)+
||I||2

2σ 2 . (10.31)

学习 DeepFRAME密度的权重 w可以通过遵循例 10.1中所概述的随机梯度 MLE方法来完成。实际上，

学习 DeepFRAME模型几乎与学习 FRAME模型完全相同。两种方法通常使用 PCD进行训练，这意味

着来自先前参数更新的 MCMC样本，用作当前参数更新的 MCMC样本的初始化。原始 FRAME模型

在离散图像上使用 Gibbs采样进行MCMC更新。在训练 DeepFRAME模型时，Langevin动力学用于在

连续空间中更新MCMC图像样本。图像更新具有形式

It+1 = It +
ε2

2

(
∂
∂ I

F(I;w)− I
σ 2

)
+ εZt (10.32)

其中 Zt ∼ N(0,τ2 Id)是动量. 权重 w可以使用等式 (10.8)更新:

∇̃l(w) =
1
n

n

∑
i=1

∂
∂w

F(Xi;w)− 1
m

m

∑
i=1

∂
∂w

F(Yi;w) (10.33)

其中 {Xi}n
i=1 是一组训练图像，{Yi}m

i=1 是 pw(I)的负样本. 下面给出 DeepFRAME学习算法的概述。

DeepFRAME算法
输入: 观测的图像 {Xi}n

i=1, Langevin迭代次数 S,步长 δ > 0,学习迭代次数 T .

输出: MLE w∗,合成图像 {Yi}m
i=1.

1. 初始化权重 w0 和负样本 {Yi}m
i=1 为白噪声.

2. For t = 1 : T :

(a) 使用等式 (10.32),将 S Langevin更新应用于当前模型 pwt−1(I)下的持久负样本 {Yi}m
i=1.

(b) 更新 w，根据

wt = wt−1 +δ∇̃l(wt−1)

其中 ∇̃l(w)是 (10.33)中的随机梯度.

下面介绍了显示 DeepFRAME模型能力的四个实验。

DeepFRAME实验 1: 合成纹理图像 (Figure 10.8)

在第一个实验中，由单个训练纹理图像合成新的纹理图像。网络中较低级别的过滤器学习合成局部纹

理特征，而较高级别过滤器确定训练纹理中观察到的局部特征的组成。DeepFRAME电势的非线性结构

提高了原始 FRAME模型的综合能力。
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图 10.8: DeepFRAME 实验 1. 在每组三个图像中，左边的图像是训练纹理，中间和右边的图像是从
DeepFRAME电势合成的。

DeepFRAME实验 2: 合成目标图像 (Figure 10.9)

只要训练图像具有一致的对齐，DeepFRAME模型就可以学习合成目标图像。ConvNet评分函数 F(I;w)

的最后一层应该完全连接，应完全连接以强制执行能量函数的几何一致性。合成的目标图像与训练数

据的外观和对齐一致。

DeepFRAME实验 3: 合成混合图像 (Figure 10.10)

当来自不同类别的对齐图像用作训练数据时，DeepFRAME模型学习合成混合图像，其组合训练类别的

不同局部特征。虽然整体图像形状与训练数据的对齐一致，但是在训练图像中看不到新奇的特征组合

出现在合成图像中。

DeepFRAME实验 4: 图像重构 (Figure 10.11)

由于 DeepFRAME函数的能量函数是真实图像密度的近似值，因此来自真实分布的未见图像应接近学

习密度的局部模式。像 Hopfield[]最初描述的那样，图像空间上的势能可以被解释为存储器。在 Deep-

FRAME电势上的 MCMC过程下的图像演变将被吸引到最近的局部模式。如果初始图像类似于训练数

据，则MCMC过程应该收敛到看起来类似于初始图像的模式。另一方面，从与训练数据不同的图像初

始化的MCMC样本，在样本中将发生很大变化，直到它类似于训练图像。
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图 10.9: DeepFRAME实验 2. 在每个图像组中，顶行显示训练图像，底行显示合成图像。

图 10.10: DeepFRAME实验 3. 在每个图像组中，顶行显示训练图像，底行显示合成图像。

10.3.3 发生器网络和交替后向传播

势能函数，如 DeepFRAME，是几个家庭图像模型之一。发生器网络是另一种重要的图像模型。这

些网络概括了经典因子分析模型，可用于从简单信号生成逼真的图像。与需要MCMC进行图像合成的

势能模型相比，发生器网络可以直接从潜在输入合成图像。

设 Z ∈Rd 为具有平反分布的潜在因素 (即一致或 N(0, Id))。实际上，Z的尺寸 d通常为 100或更小。

具有权重 w的生成器网络 G(Z;w)定义从 Z的潜在空间到高维图像空间 RD的变换。可以学习生成器网

络的权重 w，使得合成图像 G(Z;w) ∈ RD 匹配 z的潜在分布中训练数据集的外观。

经典因子分析模型使用线性发生器 G(Z;w) =WZ+ε。深度生成器网络通过在线性层之间包含激活
函数，来在 G中引入非线性。生成器网络可以被理解为具有以下关系的递归因子分析模型

Zl−1 = fl(WlZl +bl) (10.34)
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图 10.11: DeepFRAME实验 4. 顶行是训练期间未使用的真实图像，底行是单次 Langevin更新后的重建
图像。

其中 fl 是一个非线性激活 (通常是 ReLU), (Wl,bl)是来自 l 层的权重和偏差, w = {(Wl,bl) : l = 1, . . . ,L},
ZL = Z, Z0 = G(Z;w). 隐藏因子层 Zl−1 是Wl 列与系数 Zl 的线性组合，加上变换和激活。如果使用 ReLu

激活，则 G(Z;w)是分段线性函数，并且线性区域之间的边界对应于 fl 的激活边界。G的非线性结构对

于生成逼真的图像是必不可少的。

交替后向传播（ABP）算法 [9]是用于学习发生器网络的权重 w的一种方法。顾名思义，ABP算法

有两个阶段。在第一个阶段，使用 Langevin动力学推断该组训练图像的潜在因素。在第二阶段中，基

于新的潜在因素更新将潜在因素变换为图像的权重。由于在训练过程中推断出潜在因素，因此 ABP算

法执行无监督学习。ABP算法与 EM算法密切相关：第一阶段对应于 EM算法的 E阶段，其中期望值

基于当前参数评估，第二阶段对应于M阶段，其中参数被调整解释预期因子。

在 ABP学习中，给定 d 维潜在因素 Z，其 D维图像 X 的条件分布被定义为

X |Z ∼ N(G(Z;w),σ 2 IdD)

对于具有权重 w的生成器网络 G(Z;w). 由于 Z 和 X |Z 都是多元正态变量,他们的联合能量函数具有形

式

U(X ,Z;W ) =
1

2σ 2 ||X−G(Z;w)||2 + 1
2
||Z||2

这只是 Z和 X |Z的高斯能量函数之和。条件变量 Z|X 的能量函数是UZ|X=x;w(z) =U(z,x;w)，因为后验分

布 Z|Y 与 Y 和 Z的联合分布成比例。给定一组完整的观察值 {Xi,Zi}n
i=1，可以通过梯度上升最大化对数

似然

l(w,{Zi}) =
1
n

n

∑
i=1

log p(Xi,Zi;w) =−1
n

n

∑
i=1

U(Xi,Zi)+常量

来估计权重 w。由于归一化常数不依赖于 w，因此完整数据对数似然不需要随机梯度。然而，如在 EM

算法中，潜在因素 {Z}n
i=1是未知的，并且必须通过最大化观察到的数据对数似然来学习 w，这对应于最
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大化函数。

l(w) =
n

∑
i=1

log p(Xi;w) =
n

∑
i=1

log
∫

p(Xi,Z;w)dZ

将潜在因素整合到联合分布中。这种损失不能直接计算，但是对数似然的梯度可以改写为

∂
∂W

log p(X ;w) =
1

p(X ;w)
∂

∂w
p(X ;w)

=
1

p(X ;w)
∂

∂w

∫
p(X ,Z;w)dZ

=
∫ ( 1

p(X ;w)
∂

∂w
p(X ;w)

)
p(Z|X ;w)dZ

=
∫ ( ∂

∂w
log p(X ;w)

)
p(Z|X ;w)dZ

=−EZ|X ;w

[
∂

∂w
U(X ,Z;w)

]
,

因此，可以通过使用当前权重 w绘制 Z|X 的MCMC样本来估计对数似然梯度，所述潜在因子以观察到

的数据为条件。Langevin动力学可用于 Z|Xi;w中采样，Langevin更新方程式为

Zt+1 = Zt +
ε2

2

(
1

σ 2 (Xi−G(Zt ;w))
∂

∂Z
G(Zt ;w)−Zt

)
+ εUt (10.35)

对于 Ut ∼ N(0, Id)和步长 ε ,对于 t = 1, . . . ,T 迭代. 对于每个观察到的图像 Xi 推断出一个 Zi。在训练期

间使用 PCD，因此在每个新推论阶段中MCMC采样从先前推论阶段的 Zi 开始。一旦从 Z|Xi;w采样了

Zi，就可以在算法的第二阶段更新权重 w

∇̃l(w) =−1
n

n

∑
i=1

∂
∂w

U(Xi,Zi;w) =−1
n

n

∑
i=1

1
σ 2 (Xi−g(Zi;w))

∂
∂w

G(Zi;w) (10.36)

推理阶段使用反向传播梯度 ∂
∂Z G(Z;w)，而学习阶段使用反向传播梯度 ∂

∂w G(Z;w)。要求获得 ∂
∂Z G(Z;w)

所需的计算作为计算 ∂
∂w G(Z;w)的一部分，因此两个阶段都可以以类似的方式实现。下面给出算法草图。

交替反向传播算法
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输入: 观察到的图像 {Xi}n
i=1, Langevin迭代次数 S,步长 δ > 0,学习步数 T .

输出: 生成器网络 G(Z;w)的MLE w∗.

1. 初始化权重 w0 为白噪声以及从潜在分布中采样推断出的潜在因素 {Zi}m
i=1.

2. For t = 1 : T :

(a) 使用方程 (10.35),使用当前权重 wt−1 将 S Langevin更新应用于持久潜在因素 {Zi}n
i=1 中

(b) 更新 w,根据

wt = wt−1 +δ∇̃l(wt−1)

其中 ∇̃l(w)是 (10.36)中的随机梯度.

提出了三个不同的实验来显示 ABP算法的能力。

ABP实验 1: 生成纹理图案 (Figure 10.12)

设输入 Z 为
√

d×
√

d 维图像，每个像素遵循标准正态分布。每层的权重由卷积滤波器给出，每层的上

采样因子为 2。一旦学习了滤波器，只需增加 Z的大小并在较大的输入上运行滤波器卷积，就可以直接

扩展网络并生成更大的纹理模式。在下面的示例中，Z 是在训练期间重建 224×224图像的 7×7图像，

而在测试期间 Z 被扩展为 14×14图像，使用完全相同的权重生成 448×448图像。

ABP实验 2: 生成目标模式 (Figure 10.13)

除了潜在因子层必须完全连接，生成目标模式类似于生成纹理模式，因此输入 Z 是 d 维向量而不是
√

d×
√

d矩阵。下图显示了 ABP算法生成的两种不同的目标模式：狮子/老虎脸和人脸。学习网络的潜

在空间中的点之间的插值，在沿着训练数据的流形图像空间中给出非线性插值。

ABP实验 3: 从不完整的数据中学习 (Figure 10.14)

在某些情况下，损坏或遮挡可能导致训练图像丢失一些像素。ABP算法可以在给定训练集的情况下学

习完整图像的生成器模型，其中某些像素被标记为丢失。唯一需要进行的调整是将能量定义为仅观察

到的像素总和 Λobs of X :

Uobs(X ,Z;w) =
1

2σ 2 ∑
(x,y)∈Λobs

(
X(x,y)−g(Z;w)(x,y)

)2
+

1
2
||Z||2. (10.37)

那么 Z|X ∼ 1
Z(w) exp{−Uobs(X ,Z;w)} 并且可以使用 Langevin 动力学在 Z|X 上推断出被遮挡图像的潜在

向量。然后，学习的模型可以完成三个任务:（1）从训练图像中恢复缺失的像素;（2）从测试图像中恢

复缺失的像素;（3）从模型中合成新图像。
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图 10.12: ABP实验 1. 原始图像大小为 224×224，旁边的合成图像大小为 448×448.

10.3.4 协作网络和生成器模型

10.3.2节中的 DeepFRAME模型和 10.3.3节中的 ABP模型可以集成到协作学习方案中，其中能量函

数 −F(I;wF)的权重 wF 和生成器网络 G(Z;wG)的权重 wG 是联合学习的。用于协作训练 DeepFRAME

模型和 ABP模型的等式与用于单独训练模型的等式相同。协作学习的创新是在串联训练网络时初始化

MCMC样本的方式。由每个模型创建的合成图像可用于在下一个学习迭代中跳转启动伙伴模型的采样

阶段。在训练 DeepFRAME和 ABP模型时，协作学习 [21]是 CD和 PCD的替代方案。

ABP网络（称为生成器网络）在协作学习中扮演学生的角色，而 DeepFRAME网络（称为描述符

网络）扮演教师的角色。由于生成器模型可以有效地合成接近真实分布的图像，因此来自生成器的样本

可以在训练描述符网络时用作 Langevin更新的初始图像。另一方面，当训练发生器网络时，来自描述

符能量的MCMC更新可被视为来自“真实”分布的样本。由于描述符修正类似于由生成器网络创建的

原始图像，因此从原始潜在向量初始化的 Langevin样本应该快速收敛以给出描述符修正的良好潜在近

似。生成器网络从描述符网络接收指导，而描述符网络将生成器的工作与实际数据进行比较以确定生成

器需要学习什么。融合学习算法提供了一种天然的初始化方案，允许两个网络看到更多样的初始样本。

除了MCMC初始化之外，每个网络的协作训练过程与单独训练相同。下面给出算法草图。

协作训练算法
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图 10.13: ABP实验 2. 左: 狮子/老虎脸生成模型的二维潜在空间的 9×9离散化。潜伏空间具有分隔狮
子和老虎的可识别区域，这些区域之间的插值可以平滑地将狮子脸变成老虎脸. 右: 来自具有 100个潜
在因子的生成模型的合成人脸。左图显示从学习模型中采样的 81个脸，右图显示图像四个角上的脸之
间潜在空间中的线性插值.

图 10.14: ABP实验 3. Top: 原始图像. Middle: 闭塞的训练图像. Bottom: 重构的训练图像.

输入: 观察到的图像 {Xi}n
i=1, 潜在样本数 m, Langevin 迭代次数 S, 描述符步长 δF > 0, 生成器步长

δG > 0,学习步数 T .

输出: 描述符网络 F 的权重 w∗F 和生成器网络 G的权重 w∗G.

1. 初始化权重 wF,0 和 wG,0.

2. For t = 1 : T :

(a) 从生成器网络 G(Z;wG, t−1) 的潜在分布 N(0, Id) 中抽取独立同分布样本 {Zi}m
i=1. 计算图像

{Yi}m
i=1,其中 Yi = G(Zi;wG, t−1).

(b) 使用等式 (10.32),将 S Langevin更新应用于当前能量为 F(X ;wF, t−1)的图像 {Yi}m
i=1 中.

(c) 使用等式 (10.35),将 S Langevin更新应用于当前权重为 wG, t−1 的潜在因子 {Zi}n
i=1 中,其中

上一步修正后的 Yi 是每个 Zi 的条件图像.

(d) 对小批量 {Xi}m
i=1 的训练数据采样并更新 wF，根据

wF, t = wF, t−1 +δF∇̃lF(wF, t−1)

其中 ∇̃lF(w)是 (10.33)中的随机梯度.

(e) 使用修正后的潜在因子 {Zi}m
i=1 和修正后的图像 {Yi}m

i=1 来更新 wG，根据

wG, t = wG, t−1 +δG∇̃lG(wG, t−1)

其中 ∇̃lG(w)是 (10.36)中的随机梯度.
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每个网络的缺点由协作伙伴网络的能力弥补。描述符可以轻松修改接近真实数据分布的图像，使

其看起来更逼真。然而，描述符很难从白噪声开始生成逼真的图像，因为收敛需要许多次MCMC迭代。

另一方面，生成器很容易通过简单的正向传递穿过网络合成接近真实数据分布的图像。然而，生成器很

难推断出新图像的潜在向量，因为这又需要长时间的 MCMC 推断过程。协作学习解决了这两个缺点。

生成器向描述符提供接近真实分布的初始MCMC样本，因此描述符修正版快速收敛。由于原始生成器

图像类似于描述符修正版，因此对于由生成器执行的潜在因子推断，原始潜在因子是初始化的良好点。

协作管道自然地促进了MCMC采样的两个阶段。

协作网络与生成对抗网络（GAN）[8] 有关，这是另一种与伙伴网络协同训练生成器网络的方法。

如名称所示，GAN模型的两个网络是在竞争性而非协作性方案中训练的。具体地，训练 GAN（通常称

为鉴别器）的描述符 F(X ;w)以区分发生器网络的样本和真实数据的样本。当训练 GAN时，生成器网

络学习欺骗鉴别器网络，而鉴别器网络试图正确地将生成的图像与真实图像分离。GAN的目标函数是

min
wG

max
wD

L(wG,wF) = Eq[logF(X ;wF)]+EN(0,Id)[log(1−F(G(Z;wG);wF))],

其中 q是真实数据分布，F(X ;wF) ∈ (0,1)是判别分类器。人们可以迭代地求解 wG和 wF，其中关于 wG

的梯度上升和关于 wG的梯度下降的交替更新。第一个期望可以通过采用一小批观察数据来近似，而第

二个期望可以通过从潜在正态分布中抽取 Z样本来近似。

在协作学习中，描述符网络学习训练数据上的潜在能量，该能量指导发生器的合成以匹配训练数

据的特征。因此，来自协作学习的能量函数比从 GAN学习的鉴别器更有意义，因为它是训练数据而不

是分类器的非标准化密度。我们可以使用描述符能量来映射协作模型的潜在空间与第??节中的能量景
观映射技术。相同的技术不能应用于 GAN模型，因为鉴别器网络在训练后是无用的。图 10.15给出了

DeepFRAME，ABP，Cooperative和 GAN模型的视觉比较。

下面介绍了测试协作学习能力的三个实验.

协作学习实验 1: 合成图像 (Figure 10.16)

协作网络可以通过MCMC或通过直接前向传递从发生器网络合成来自描述符能量的图像。通常优先选

择第二种方法，因为它更有效。可以训练协作网络以合成纹理图像和对齐的目标图像.

协作学习实验 2: 潜在空间插值 (Figure 10.17)

与在 ABP模型中一样，发生器网络的潜在空间中的线性插值对应于图像空间中的图像之间的非线性但

在视觉上直观的插值。生成器网络在图像空间中定义了低维流形，其近似于真实数据分布的流形。移动

生成器空间而不是原始图像空间使得映射描述符能量的结构更容易。更多细节参见章节??。

协作实验 3: 图像实现 (Figure 10.18)

生成器网络可用于重建具有遮挡或缺失像素的图像。遮挡图像 X0被用作分布 Z|X = X0的条件图像，并
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图 10.15: 四种不同图像模型的比较. DeepFRAME模型将图像作为输入并返回标量能量值。ABP模型将
低维潜在信号转换为逼真图像。协同学习将 DeepFRAME和 ABP模型融合在一起，共同训练描述符和
生成器网络。GAN模型类似于协作模型，除了描述符被鉴别器替换，鉴别器将图像分类为真实或伪造
而不是返回非标准化密度。协作模型的能量函数比 GAN的鉴别器更有用，因为它可用于映射图像空间
的结构，如第??节所述。

且可以通过 Langevin动力学推断出，给出 X0 的最佳重建的潜在向量 Z，其具有等式 (10.37)中的势。
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第 10章 绘制能源景观

‘‘通过可视化信息，我们将其转化为你可以用眼睛探索的景观：一种信息地图。当你迷失在信息中时，

信息地图就会很有用。” - David McCandless

引言

在许多统计学习问题中，要优化的能量函数是高度非凸的。大量的研究致力于通过凸优化来近似目

标函数，例如在回归中用 L0范数替换 L1范数，或者设计算法以找到良好的局部最优，例如 EM算法集

群。在分析这种非凸能量景观的特性方面已经做了很少的工作。在本章中，受到 [2]和 [32]可视化 Ising

和 Spin-glass模型景观成功的启发，我们计算了高维模型空间中的能量景观图（ELM）（即机器学习文

献）用于一些经典的统计学习问题 -聚类和双聚类。

11.1 景观结构和任务

ELM是树结构，如图 11.1所示，其中每个叶节点代表局部最小值，每个非叶节点代表相邻能量盆

之间的屏障。ELM通过以下信息描述能源格局。

• 当地最小值及其能量水平;

• 相邻局部最小值之间的能量障碍及其能量水平;

图 11.1: 能量函数和相应的能量景观图（ELM）。ELM的 y轴是能级，每个叶节点是局部最小值，叶节
点在其能量盆的脊处连接。
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• 每个局部最小值的概率质量和体积 (如图 11.3所示)。

此类信息在以下任务中很有用。

1. 分析优化问题的内在困难（或复杂性），用于推理或学习任务。例如，在双聚类中，我们将问题分

解为在不同条件下的简单,困难,和不可能的条件。

2. 分析各种条件对 ELM 复杂性的影响，例如，聚类中的可分离性，训练样本的数量，监督的级别

（即标记示例的百分比），以及正则化的强度（即先前模型）。

3. 通过显示访问各种最小值的频率来分析各种算法的行为。例如，在多高斯聚类问题中，我们发现

当高斯分量高度可分时，K均值聚类比 EM算法效果更好 [9]，而当组分可分离性较差时则相反。

与通过 K-means和 EM频繁访问局部最小值相比，Swendsen-Wang切割方法 [1]在所有可分离条

件下收敛于全局最小值。

4. 分析蛋白质折叠，其中能量景观具有漏斗状外观 [21]，具有相变。在到达漏斗底部之前，折叠很容

易在不同的吸引盆之间移动，但是底部可能有一些局部最优，其中只有一个是原生状态（全局最

优），而其他的产生稳定的错误折叠蛋白质。大量此类错误折叠的蛋白质与神经退行性疾病有关，

如阿尔茨海默病，帕金森病，疯牛病等。

我们从图 11.2和 11.3中的一个简单说明性示例开始。假设基础概率分布是 1D空间中的 4分量高

斯混合模型（GMM），并且组件很好地分离。模型空间是 11维的，参数 {(µi,σi,αi) : i = 1,2,3,4}表示
每个分量的均值，方差和权重。我们从 GMM中抽取了 70个数据点，并在模型空间中构建了 ELM。我

们将模型空间限制在由样本定义的有限范围内。

由于我们只能可视化 2D地图，我们将所有参数设置为等于真值，除了保持 µ1 和 µ2 为未知数。图

11.2(a)显示了 0≤ µ1,µ2 ≤ 5范围内的能量图。景观中的不对称性是由于真实模型在第一和第二组分之

间具有不同的权重。一些浅的局部最小值，如 E，F，G，H，是由有限数据样本引起的小“凹痕”。

图 11.2 (a)显示了所有局部最小值。此外，它显示了我们将讨论的算法接受的前 200个 MCMC样

本。样本聚集在局部最小值周围，覆盖所有能量盆。如期望的那样，它们不存在于远离局部最小值的高

能区域中。图 11.2 (b)显示了由此产生的 ELM以及叶片与能量景观中局部最小值之间的对应关系。此

外，图 11.3 (a)和 (b)显示了这些能量盆的概率质量和体积。

在文献中，[2]提出了可视化旋转玻璃模型的多维能量景观的第一项工作。从那以后，统计学家开

发了一系列MCMC方法，用于提高遍历状态空间的采样算法的效率。最值得注意的是，[17]将Wang-

Landau算法 [29]推广到状态空间中的随机游走。[32]使用广义Wang-Landau算法绘制具有数百个局部

最小值的 Ising模型的断开图，并提出了估算能垒的有效方法。此外，[33]通过聚类蒙特卡罗样本构建

贝叶斯推断 DNA序列分割的能量景观。

与上述计算推理问题的“状态”空间中的景观的工作相反，我们的工作主要集中在“模型”空间

（所有模型的集合，也称为机器学习社区中的假设空间）中的景观用于统计学习和模型估计问题。在绘

制模型空间景观时存在一些新问题。i）许多盆地有一个平底，例如图 11.2.(a)中的盆 A。这可能导致大

量错误的局部最小值。ii）可能存在约束参数，例如，权重必须总和为 ∑i αi = 1.因此我们可能需要在流

型上运行我们的算法。
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(a) (b)

图 11.2: (a) 4组分 1-d GMM的能量景观，除两种方法外，所有参数均已固定。级别集以红色突出显示。
局部最小值以黄点显示，前 200个MCMC样本以黑点显示。(b)由此产生的 ELM以及叶子与能量景观
中的局部最小值之间的对应关系。

(a) probability mass (b) volume

图 11.3: 二维景观的能量盆的概率质量和体积如图 11.2所示。
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图 11.4: 模型空间 Ω被划分为能量盆 Di（沿 x轴），能量 R（y轴）被划分为均匀间隔 [u j+1,u j)。

11.2 ELM结构

在本节中，我们将介绍构建 ELM的基本思想，并估算其性质 --质量，体积和复杂性。

11.2.1 空间分区

设 Ω是定义概率分布 π(x)和能量 E(x)的模型空间。在本文中，我们假设 Ω是使用样本的属性限
制的。Ω被分成 K 个不相交的子空间，代表能量盆

Ω = ∪K
i=1Di, ∩K

i=1Di = /0 ∀i 6= j. (11.1)

也就是说，任何点 x ∈ Di 将通过梯度下降收敛到相同的最小值。

如图 11.4所示,能量也被划分为区间 [u j+1,u j), j = 1,2, ...,L。因此，我们在产品空间 Ω×R中获得
了一组区间作为量子化的原子元素,

Bi j = {x : x ∈ Di, E(x) ∈ [u j+1,u j)}. (11.2)

盆地 K 的数量和间隔数量 L是未知的，并且必须在计算过程中以自适应和迭代的方式估计。

11.2.2 广义Wang- - Landau算法法

广义Wang-Landau (GWL)算法的目的是模拟以相等概率访问所有二元组 {Bi j,∀i, j}的马尔科夫链，
从而有效地揭示景观的结构。

设 ϕ : Ω→ {1, . . . ,K}×{1, ...,L}是模型空间和 bin索引之间的映射: ϕ(x) = (i, j)如果 x ∈ Bi j. 给定

任何 x,通过梯度下降或其变体，我们可以找到并记录它所属的盆 Di，计算其能级 E(x)，从而找到指数

ϕ(x)。
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图 11.5: 投影梯度下降的前两步。该算法用MCMC样本 xt 初始化。v是点 xt 处 E(x)的梯度。Armijo线
搜索用于确定沿矢量 v的步长 α，x′t 是投影 T (xt +αv)到子空间 Γ上。然后 x′′t 是投影 T (xt +α ′v′)，依
此类推。

我们将 β (i, j)定义为 bin的概率质量

β (i, j) =
∫

Bi, j

π(x) dx. (11.3)

然后，我们可以定义一个新的概率分布，它在所有的 bin中具有相同的概率，

π ′(x) =
1
Z

π(x)/β (ϕ(x)), (11.4)

Z是一个缩放常数。

为了从 π ′(x)采样,可以通过变量 γi j 估计 β (i, j)。我们定义概率函数 πγ : Ω→ R为

πγ(x) ∝
π(x)
γϕ(x)

= ∑
i, j

π(x)
γi j

1(x ∈ Bi j) st.
∫

Ω
πγ(x)dx = 1.

我们从初始 γ0 开始,并使用随机近似 [18]迭代地更新 γ t = {γ t
i j,∀i, j}。假设 xt 是时间 t 的MCMC状态，

然后 γ t 以指数速率更新，

logγ t+1
i j = logγ t

i j +ηt1(xt ∈ Bi j), ∀i, j. (11.5)

ηt 是时间 t 的步长。步长随着时间的推移而减小，减少的时间表要么像 [18]中那样预先确定，要么自

适应地确定，如 [31]所示。

给定 γ t 的每次迭代使用Metropolis步骤。设 Q(x,y)为移动的提议概率 x到 y，则接受概率为

α(x,y) = min
(

1, Q(y,x)πγ (y)
Q(x,y)πγ (x)

)
(11.6)

= min
(

1, Q(y,x)
Q(x,y)

π(y)
π(x)

γ t
ϕ(x)

γ t
ϕ(y)

)
.

直观地,如果 γ t
ϕ(x) < γ t

ϕ(y),那么访问 y的概率就会降低。以探索能源景观为目的，GWL算法改进了传统

方法，例如模拟退火 [13]和回火 [19]过程。后者从 π(x) 1
T 采样，即使在高温下也不会以相同的概率访

问 bin。
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图 11.6: 顺序 MCMC样本 xt ,xt+1, . . . ,xt+9. 对于每个样本，我们执行梯度下降以确定样本属于哪个能量
盆。如果两个连续样本落入不同的盆地 (本例中为 xt+3 和 xt+4 ),我们估计或更新各自盆地之间能垒的上
限 (本例中为 B1 和 B2 ).
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a3

b3D
K

D
L

图 11.7: 脊下降算法用于估算在连续MCMC样本 a0 = xt ,b0 = xt+1 处初始化的盆地 Dk 和 Dl 之间的能垒
a0 ∈ Dk 和 b0 ∈ Dl .

在进行梯度下降时，我们采用 Armijo线搜索来确定步长;如果模型空间 Ω是 Rn中的流形，我们执

行投影梯度下降，如图 11.5所示。为了避免错误地识别同一盆地内的多个局部最小值（特别是当存在大

的平坦区域时），我们基于以下标准合并通过梯度下降识别的局部最小值：（1）两个局部最小值之间的

距离小于常数 ε;或（2）沿两条局部最小值之间的直线没有障碍物。

图 11.6 (a)说明了两个能量盆地上的马尔可夫链状态 xt , ...,xt+9 的序列。虚线曲线是能量函数的水

平集。

11.2.3 Constructing the ELM

假设我们收集了一系列来自 GWL算法的样本 x1, . . . ,xN 。ELM结构包括以下两个过程。

1,找到相邻盆地之间的能量障碍。我们收集跨越两个盆地 Dk 和 Dl 的所有连续MCMC状态，

Xkl = {(xt ,xt+1) : xt ∈ Dk,xt+1 ∈ Dl} (11.7)
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我们选择具有最低能量的 (a0,b0) ∈ Xkl

(a0,b0) = argmin(a,b)∈Ωkl
[min(E(a),E(b))] .

接下来，我们迭代以下步骤，如图 11.7所示

ai = argmina {E(a) : a ∈ Neighborhood(bi−1)∩Dk}

bi = argminb {E(b) : b ∈ Neighborhood(ai)∩Dl}

直到 bi−1 = bi。邻域由自适应半径定义。然后 bi 是能垒，E(bi)是势垒的能级。在 [32]中使用了这种脊

下降法的离散形式。

2, 构造树形结构. ELM的树结构由能量盆组和它们之间的能垒构成，通过从分层凝聚聚类算法修

改的迭代算法。最初，能量盆由未连接的叶节点表示，其 y 坐标由盆的局部最小值确定。在每次迭代

中，表示具有最低屏障的能量盆 D1,D2 的两个节点通过新的父节点连接，其父坐标是屏障的能级;然后

将 D1 和 D2 视为合并，合并盆地与任何其他盆地 Di 之间的能垒仅仅是 D1/D2 之间的能垒和 Di 中较低

的一个。当所有能量盆合并时，我们获得完整的树结构。为清楚起见，我们可以从深度小于常数 ε 的树
盆中移除。

11.2.4 估计 ELM中节点的质量和体积

在 ELM中，我们可以估计每个能量盆地的概率质量和体积。当算法收敛时，γi j的归一化值接近 bin

Bi j 的概率质量：

P̂(Bi j) =
γi j

∑kl γkl
→ β (i, j), .

因此盆地 Di 的概率质量可以通过估算

P̂(Di) = ∑
j

P̂(Bi j) =
∑ j γi j

∑kl γkl
(11.8)

假设能量 E(x)被划分为足够小的大小为 du的区间。基于概率质量，我们可以估计模型空间 Ω中
的区间和盆地的大小1。具有能量区间 [u j,u j +du)的 bin Bi j 可被视为具有能量 u j 和概率密度 αe−u j（α
是归一化因子）。bin Bi j 的大小可以通过估算

Â(Bi j) =
P̂(Bi j)

αe−u j
=

γi j

αe−u j ∑kl γkl

盆地 Di 的大小可以通过估算

Â(Di) = ∑
j

Â(Bi j) =
1

∑kl γkl
∑

j

γi j

αe−u j
(11.9)

1Note that the size of a bin/basin in the model space is called its volume by [33], but here we will use the term “volume” to denote the capacity of a
basin in the energy landscape.
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图 11.8: 盆地的体积。假设 du足够小，能量盆的体积可以通过每个能量区间的估计体积的总和来近似。

图 11.9: 描述 ELM学习的难度。对于使用 ELM I和 ELM II的两个学习任务，彩色条显示学习算法收敛
到盆地的频率，从中绘制两条误差回忆曲线。关于该算法，学习任务的难度可以通过曲线下面积在可接
受的最大误差内来测量。

此外，我们可以估算能量景观中盆地的体积，其定义为 Ω×R空间中盆地中所含的空间量。

V̂ (Di) = ∑
j

∑
k:uk≤u j

Â(Bik)×du =
du

∑lm γlm
∑

j
∑

k:uk≤u j

γik

αe−uk
(11.10)

其中 j的范围取决于盆地的定义。在限制性定义中，盆地仅包括最近屏障下的体积，如图 11.8所示。盆

地 1和 2上方的体积由两个盆地共享，并且位于两个能量屏障C和 D之间。因此，我们将 ELM中非叶

节点的体积定义为其子体积加上体积的总和。障碍之间。例如，节点C具有体积 V (A)+V (B)+V (AB)。

如果我们的目标是通过反复平滑景观来开发 ELM的尺度空间表示，那么盆地 A和 B将以一定的比

例合并到一个盆地中，并且两个盆地上方的体积也将被添加到这个新的合并盆地中。

注意，将空间划分为箱而不是盆，有助于计算能垒，盆的质量和体积。
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11.2.5 表征学习任务的难度（或复杂性）

通常希望通过单个数字来测量学习任务的难度。例如，我们比较图 11.9中的两个 ELM。在 ELM的

环境中学习我看起来比 ELM II更容易。但是，困难还取决于学习算法。因此，我们可以多次运行学习

算法，并记录它收敛到每个盆地或最小的频率。频率由叶节点下的彩色条的长度表示。

假设 Θ∗ 是要学习的真实模型。在图 11.9中, Θ∗ 对应于 ELM I和 ELM II X 的节点 A。通常, Θ∗ 可
能不是全局最小值或甚至不是最小值。然后我们测量 Θ∗ 和任何其他局部最小值之间的距离（或误差）。
随着误差的增加，我们累积频率绘制曲线。我们称之为误差 -回忆曲线（ERC），因为水平轴是误差，垂

直轴是调用解的频率。这就像贝叶斯决策理论，模式识别和机器学习中的 ROC（受体 -算子特征）曲线

一样。通过滑动最大容许误差的阈值 εmax，曲线表征 ELM相对于算法的难度。

表征难度的单个数字可以是给定 εmax 的曲线下面积（AUC）。这是由 11.9的阴影区域说明的。（c）

ELM II。当 AUC接近 1时，任务很容易，当 AUC接近 0时，学习是不可能的。

在学习问题中，我们可以设置与一系列 ELM相对应的不同条件。这些 ELM的难度测量可以在参

数空间中可视化为难度图。我们将在实验 III中展示这样的地图。

11.2.6 MCMC在模型空间中移动

为了设计马尔可夫链在模型空间 R中的移动，我们在方程 (11.6)中的 metropolis-Hastings设计中使

用两种类型的方法。

1,当前模型 x附近的随机提议概率 Q(x,y)。

2,数据增强。很大一部分非凸优化问题涉及潜在变量。例如，在聚类问题中，每个数据点的类标签

都是潜在的。对于这些问题，我们使用数据增加 [26]来提高采样效率。为了提出一个新的模型 y = xt+1，

我们首先根据 p(Zt |xt)对潜在变量 Zt 的值进行采样，然后基于样本对新模型 xt+1进行采样 p(xt+1|Zt)。然

后，基于相同的接受概率，在公式 11.6，提议 y = xt+1 被接受或拒绝。

但请注意，我们在 ELM构造中的目标是遍历模型空间而不是从概率分布中进行采样。当收集到足

够的样本并因此重量 γi j 变大时，重新加权的概率分布将与原始分布 π(x)显著不同，并且通过数据增加
提出的模型的拒绝率将变高。因此，我们在开始时更频繁地使用基于数据增加的提议概率，并且当权重

变大时越来越依赖于随机提议。

11.2.7 ELM收敛分析

GWL算法与静止分布的收敛是 ELM收敛的必要但不充分的条件。如图 11.10所示，由于两个因素，

构造的 ELM可能有微小的变化：（i）当我们在障碍下绘制分支时的左右模糊;（ii）能量障碍的精确度

将影响树木的内部结构。

在实验中，首先我们监控模型空间中 GWL的收敛。我们使用随机起始值运行多个MCMC初始化。

在老化期后，我们使用多维缩放收集样本并在 2-3维空间中投影。我们使用Gelman和 Rubin准则 [12][5]

的多变量扩展来检查链是否已收敛到静止分布。

一旦认为 GWL已经收敛，我们可以通过检查随后时间 t 的以下两组的收敛来监视 ELM的收敛。

1. 树 St
L 的叶子标记组，其中每个点 x是具有能量 E(x)的局部最小值。随着 t 的增加, St

L 单调增长，

直到找不到局部最小值，如图 11.11.(a)所示。
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图 11.10: 两个MCMC链C1 和C2 产生的两个 ELM在 24,000次迭代收敛后在不同的起始点初始化。

(a) (b)

图 11.11: 监测从不同起始点初始化的两个MCMC链C1 和C2 产生的 ELM的收敛性。(a)找到的局部最
小值的数量与C1 和C2 的迭代次数之比。(b)两个 ELM之间的距离与迭代次数。

2. 树 St
N 的内部节点集合，其中每个点 y是级别 E(y)的能量势垒。随着 t 的增加，随着 t 的增加，因

为马尔可夫链穿过盆地之间的不同脊，我们可能会发现较低的障碍。从而 E(y)单调减小，直到在

某一时间段内 St
N 中没有障碍被更新。

我们进一步计算由两个具有不同初始化的 MCMC构造的两个 ELM之间的距离度量。为此，我们

计算两棵树之间匹配的最佳节点，然后距离是根据匹配的叶节点和障碍的差异以及对不匹配节点的惩

罚来定义的。我们省略了这个定义的细节，因为它对这项工作并不重要。图 11.11.(b)显示随着生成更

多样本，距离会减小。

11.3 实验 I：高斯混合模型的 ELM

在本节中，我们计算了用于学习两种类型的高斯混合模型的 ELM：（i）研究不同条件的影响，例如

可分离性和监督水平; ii）比较流行算法的行为和表现，包括 K均值聚类，EM（期望最大化），两步 EM
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和 Swendsen-Wang切割。我们将在实验中使用合成数据和实际数据。

11.3.1 能量和梯度计算

具有 d 维中的 n个分量的高斯混合模型 Θ具有权重 αi，µi 和协方差矩阵 Σi 其中 i = 1, . . . ,n。给定

一组观测数据点 {zi, i = 1, ...,m}，我们将能量函数写为

E(Θ) = − logP(zi : i = 1 . . .m|Θ)− logP(Θ) (11.11)

= −
m

∑
i=1

log f (zi|Θ)− logP(Θ). (11.12)

P(Θ)是 Dirichlet先验和 NIW先验的乘机。它的偏导数很容易计算。 f (zi|Θ) = ∑n
j=1 α jG(zi; µ j,Σ j)是数

据 zi 的可能性, 其中 G(zi; µ j,Σ j) =
1√

det(2πΣ j)
exp
[
− 1

2 (zi−µ j)
T Σ−1

j (zi−µ j)
]
是高斯模型。在标记数据点

的情况下（即，从其采样的组件是已知的），可能性仅为 G(zi; µ j,Σ j).

对于样本 zi,我们有以下对数似然的偏导数来计算能量景观中的梯度。

a)关于每个权重 α j 的偏导数:

δ log f (zi)

δα j
=

G(zi; µ j,Σ j)

∑K
k=1 αkG(zi,µk,Σk)

.

b)关于每个平均 µ j 的偏导数:

δ log f (zi)

δ µ j
=

α jG(zi; µ j,Σ j)

∑K
k=1 αkG(zi; µk,Σk)

Σ−1
j (µ j− zi).

c)关于每个协方差 Σ j 的偏导数:

δ log fmm(zi)

δΣ j
=

α jG(zi; µ j,Σ j)

∑K
k=1 αkG(zi; µk,Σk)

1
2

[
δ

δΣ j
logα jG(zi; µ j,Σ j)

]
=

α jG(zi; µ j,Σ j)

∑K
k=1 αkG(zi; µk,Σk)

1
2

[
−Σ−T

j +Σ−T
j (zi−µ j)(zi−µ j)

T Σ−T
j

]
在计算过程中，我们需要限制 Σ j 矩阵，使每个逆 Σ−1

j 存在，以便具有定义的梯度。每个 Σ j 是半正

定的，因此每个特征值大于或等于零。因此，对于某些 ε > 0，我们只需要对 Σ j 的每个特征值 λi，λi > ε
的次要限制。但是，在一个梯度下降步骤之后，新的 GMM参数可能会在有效 GMM空间之外，即步骤

t +1处的新 Σt+1
j 矩阵将不是对称正定。因此，我们需要将每个 Σt+1

j 投影到具有投影的对称正定空间中

Psymm(Ppos(Σt+1
j )).

函数 Psymm(Σ)将矩阵投影到对称矩阵的空间中

Psymm(Σ) =
1
2
(Σ+(Σ)T ).
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(a) unbounded GMM space (b) bounded GMM space

图 11.12: 我们从一维 4分量 GMM中采样了 70个数据点，并在（a）无界（b）有界 GMM空间中运行
MCM随机游走以获得 ELM构造算法。这些图显示了 4种成分中心位置随时间的演变。线的宽度表示
相应组件的重量。

假设 Σ是对称的,函数 Ppos(Σ)将 Σ投射到对称矩阵的空间中，其特征值大于 ε . 因为 Σ是对称的，所以
它可以被分解成 Σ = QΛQT，其中 Λ是对角特征值矩阵 Λ = diag{λ1, . . . ,λn}, Q是标准正交特征向量矩

阵。然后功能

Ppos(Σ) = Q


max(λ1,ε) 0 . . . 0

0 max(λ2,ε) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . max(λn,ε)

QT

确保 Ppos(Σ)是对称正定。

11.3.2 限制 GMM空间

从 m个数据点 {zi, i = 1, . . . ,m},我们可以估计可能参数 Θ的空间边界，如果 m足够大。

设 µo 和 Σo 为所有 m个点的样本均值和样本协方差矩阵。我们设置了高斯分量的均值 µ j 的范围，

||µ j−µo||2 < max
i
||zi−µo||2 + εm.

εm 是我们将在实验中选择的常数。为了约束协方差矩阵 Σ j, 让 Σo = QΛQT 为 Σo 的特征值分解，其中

Λ = diag{λ1, · · · ,λn}。我们用 L = max(λ1, . . . ,λn)+ εm 表示特征值的上界,并将 Σ j 的所以特征值绑定为

L。

图 11.12 (a,b)比较了无界和有界空间中的MCMC。我们从一维四分量 GMM中采样 m = 70个数据

点，并运行MCMC随机游走以进行 ELM构建算法。该图显示了 µ1, ...,µ4 随时间位置的演变。请注意，

在图 11.12 (a)中, MCMC链可以远离中心移动，并且大部分时间都在有界子空间之外。在图 11.12 (b)

中,通过强制链保持在边界内，我们能够更有效地探索相关子空间。
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11.3.3 合成数据的实验

我们从 2维空间上具有 n = 3分量 GMM的合成数据开始，绘制 m个样本并运行我们的算法以在

不同设置下绘制 ELM。

图 11.13: 从具有低，中和高可分离性的 GMM中抽取的 m = 100个样品的 ELM分别为 c = 0.5,1.5,3.5。
圆圈代表盆地的概率质量。

1) 可分离性的影响.GMM 的可分离性表示组件之间的重叠模型定义为 c = min
(

||µi−µ j ||√
nmax(σ1,σ2)

)
. 这通

常用于文献中以衡量学习真实 GMM模型的难度。

图 11.13显示了三个代表性的 ELM，其中 m = 100个数据点的可分离性分别为 c = 0.5,1.5,3.5。这

清楚地表明，在 c = 0.5时，很难识别模型，许多局部最小值达到相似的能量水平。随着可分离性的增

加，能源格局变得越来越简单。当 c = 3.5时，突出的全球最小值占主导地位。

2)部分监督的影响. 我们将地面实况标签分配给 m个数据点的一部分。对于 zi，其标签 ℓi表示它属

于哪个组件。我们设置 m = 100，可分性 c = 1.0。图 11.14显示了具有 0%,5%,10%,50%,90%数据点标

签的 ELM。虽然无监督学习 (0%)非常具有挑战性，但当标记 5%或 10%的数据时，它变得更加简单。

标记 90%的数据时，ELM只有一个最小值。图 11.15显示了标记 1, . . . ,100样本时 ELM中的局部最小

值。这表明前 10$个标签的景观复杂性显着下降，并且在最初的 10%之后监督输入的收益递减。

3)学习算法的行为. 我们比较了不同可分性条件下的以下算法的行为。

• 期望最大化（EM）是在统计学中学习 GMM的最流行的算法。
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图 11.14: 具有合成 GMM (可分离性 c = 1.0, nSamples = 100)的 ELM {0%,5%,10%,50%,90%}标记的数
据点。

图 11.15: 具有可分离性 c = 1.0的 GMM的局部最小值与标记数据点的百分比。

• K均值聚类是机器学习和模式识别中的一种流行算法。

• 两步 EM是 [8]中提出的 EM的变体，已证明在某些可分离条件下具有性能保证。它从过多的组

件开始，然后修剪它们。

• [1]中提出的 Swedsen-Wang Cut（SW-cut）算法。这将 SW方法 [25]从 Ising / Potts模型推广到任

意概率。

我们在实验中修改了 EM，两步 EM和 SW切割，以便最小化公式 11.11中定义的能量函数。K-means不

优化我们的能量函数，但它经常被用作学习 GMM的近似算法，因此我们将其包括在我们的比较中。

对于实验中的每个合成数据集，我们首先构造 ELM，然后运行每个算法 200次并记录算法所针对

的能量盆中的哪一个。因此，我们通过每种算法获得盆地的访问频率，其在图 11.16和 11.17中的叶节

点处显示为不同长度的条。

图 11.16显示了 n = 10 个样本的 K-means，EM 和两步 EM 算法之间的比较从低 (c = 0.5) 可分性

GMM中提取。无论如何，结果分散在不同的局部最小值算法。这说明了从具有大型能量障碍隔开的许

多局部最小值的景观中学习模型的困难。

图 11.17显示了从低 (c = 0.5)和高 (c = 3.5)可分离性 GMM中抽取的 m = 100个样本的 EM，k均

值和 SW切割算法的比较。SW-cut算法在每种情况下表现最佳，始终收敛于全局最优解。在低可分性
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图 11.16: ELM 上 k-means，EM 和 2 步 EM 算法的性能，其中 10 个样本来自 GMM，具有低可分性
(c = 0.5)

的情况下，k均值算法是非常随机的，而 EM算法几乎总是找到全局最小值，因此优于 k均值。然而，

在高可分性的情况下，k-means算法在大多数时间收敛到真实模型，而 EM几乎总是收敛到具有比真实

模型更高能量的局部最小值。这一结果证实了最近的理论结果，表明硬 EM的目标函数（以 k均值为特

例）包含有利于高可分性模型的归纳偏差 [23, 28]。具体来说，我们可以证明 hard-EM的实际能量函数

是：

E(Θ) =− logP(Θ|Z)+min
q

(KL(q(L)||P(L|Z,Θ))+Hq(L))

其中 Θ 是模型参数, Z = z1, . . . ,zm 是可观察数据点的集合, L 是潜在变量的集合 ( GMM 中的数据点标

签), q 是 L 的辅助分布, 而 Hq 是用 q(L) 测量的 L 的熵。上式中的第一项是用 GMM 聚类的标准能量

函数。第二项称为后正则化项 [11]，它促使分布 P(L|Z,Θ)具有低熵。在 GMM的情况下，很容易看出

P(L|Z,Θ)中的低熵意味着高斯分量之间的高可分离性。

11.3.4 对实际数据的实验

我们运行算法来绘制来自 UCI 存储库的着名 Iris 数据集的 ELM [4]。Iris 数据集包含 4 个维度的

150个点，可以通过 3个组件 GMM进行建模。这三个组件各自代表一种虹膜植物，并且真正的组分标

签是已知的。对应于第一组分的点可与其它组分线性分离，但对应于其余两组分的点不可线性分离。

图 11.18显示了 Iris数据集的 ELM。我们通过绘制以 4个维度中的 2个中的每个分量的均值为中心

的协方差矩阵的椭球来可视化局部最小值。

6个最低能量局部最小值显示在右侧，6个最高能量局部最小值显示在左侧。高能量局部最小值是

低能量局部最小值的精确模型。局部最小值（E）（B）和（D）将第一个分量分成两个，剩余的两个（不

可分离）分量合并为一个。局部最小值（A）和（F）在第二和第三组分之间具有显着的重叠，并且（C）
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(a) EM (b) k-means (c) SW-cut

(d) EM (e) k-means (f) SW-cut

图 11.17: ELM上 EM，k-means和 SW-cut算法的性能。(a-c)低可分性 c = 0.5. (d-f)高可分性 c = 3.5.

具有完全重叠的组分。低能量局部最小值（GL）都具有相同的第一组分和略微不同的第二和第三组分

的位置。

我们使用分配了基本实况标签的 0,5,10,50,90,100的点运行算法。图 11.19显示了这些情况下能源

格局的全局最小值。

*

11.4 课程学习

11.4.1 学习依赖语法

依赖语法通过句子单词之间的一组依赖关系来模拟句子的句法结构（图 11.20）。依赖语法已被广

泛用于自然语言句法分析，特别是对于具有自由词序的语言 [7, 16, 20]。依赖语法包含一个特殊的根节

点和一组代表语言单词的 n个其他节点。该语法包含以下参数：1.从根节点到字节点的转移概率的向

量;2.字节点之间的转移概率矩阵; 3.每个节点在左右方向上继续或停止生成子节点的概率。因此，具有

n节点的依赖语法的空间具有 n2 +n+2∗2∗n维度。由于每个概率向量被约束为总和为 1，因此有效依

赖语法形成维度 n2 +2n−1的子空间。要使用依赖语法生成句子，从根节点开始，递归地从每个节点生

成子节点;每个节点处的子节点生成过程由连续/停止概率（是否生成新的子节点）以及转移概率（要生
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图 11.18: ELM和 Iris数据集的一些局部最小值。

成的子节点）控制。生成过程可以用解析树表示，如图 11.20所示。解析树的概率是生成期间所有选择

的概率的乘积。句子的概率是句子的所有可能的解析树的概率的总和。

人们越来越关注以监督的方式（例如 [6, 7]）或无监督的方式（例如，[14, 15]）从数据中学习依赖

语法。学习问题通常是非凸的，特别是在无人监督的情况下训练句子的依赖性解析是潜在的情况。大多

数学习算法试图确定局部最优，并且关于这种局部最优质量的理论分析很少。

大多数现有的学习依赖语法的自动方法都是从训练语料库的所有句子开始，并尝试学习整个语法。

另一方面，人类以一种非常不同的方式学习母语的语法：他们接触到非常简单的句子作为婴儿，然后随

着他们的成长逐渐变得越来越复杂。这种学习策略被称为课程学习 [3]。早期对语法课程学习的研究产

生了积极的 [10]和消极的结果 [22]。最近，[24]经验证明，课程有助于无监督的依赖语法学习。

为了解释课程的好处，[27]建议理想课程逐渐强调数据样本，帮助学习者连续发现目标语法的新语

法规则，这有利于学习。[3]给出了可能与前一个相容的另一种解释，他假设一个好的课程对应于从平

滑的目标函数开始学习，并逐渐降低课程阶段的平滑程度，从而引导学习者更好能量函数的局部最小

值。

11.4.2 能量函数

用于无监督学习依赖语法的能量函数是 E(θ) =− logP(θ |D)其中 θ 是语法的参数向量而 D是训练

句子的集合。logP(θ |D)是语法的对数后验概率，定义如下：

logP(θ |D) = ∑
x∈D

logP(x|θ)+ logP(θ)

其中 P(x|θ)是前一节中定义的句子 x的概率，P(θ)是 Dirichlet先验。

11.4.3 假设空间的离散化

从我们的实验中，我们发现即使节点数 n很小，WL算法也无法有效地遍历依赖语法的连续假设空

间，因为
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图 11.19: 从 Iris数据集中学习的全局最小值，其中 0,5,10,50,90和 100%的数据用基本实况值标记。未
标记的点以灰色绘制，标记的点以红色，绿色或蓝色表示。

ROOTROOT

VBG JJ NNS VBZ JJ

Learning probabilistic grammars is hard

图 11.20: 依赖语法生成的语法结构。

• 空间中局部最小值的数量太大（局部最小值的数量在 100,000次迭代后仍然线性增长）;

• 梯度计算很慢，特别是对于长句子，梯度通常每次迭代计算超过 100次;

• 拒绝率超过 90%，因此不到 10％的MCMC移动被接受。

为了解决或缓解这些问题（特别是前两个），我们建议对参数空间进行离散化。离散化减少了局部

最小值的数量，并且以最陡的下降取代了梯度下降，这在计算上更有效。离散化的 ELM是原始 ELM的

近似值，仍然传达有关景观的有用信息。

我们通过以下方式对参数空间进行离散化：让 Ωr 为离散化参数空间，离散化分辨率为 r > 4：

Ωr = {θ⃗ = [θ1, . . . ,θn2+n+4n]|θi ∈ {0,
1
r
,

2
r
, . . . ,

r−1
r

,1} and ∑
j∈Ik

θ j = 1}.
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其中索引集 Ik 的范围超过 θ⃗ 中的所有概率向量。

在离散空间中，我们执行最陡下降（代替梯度下降）以找到局部最小值。给定 θt = [θ1, . . . ,θn2+n+4n]∈
Ωr,设 θ (i, j)

t = [θ1, . . . ,θi− 1
r , . . . ,θ j +

1
r , . . . ,θn2+n+4n]对于每个有序对 (i, j)在同一概率向量 i, j ∈ Ik 中的索

引概率。一个最陡的下降步骤为

θt+1 = argmin(i, j)

(
E
(

θ (i, j)
t

)
|i, j ∈ Ik for some k

)
.

对于一些 t，当 θt ≤ θt+1 时,最终下降算法终止，表明 θt 是离散空间中的局部最小值。

对于广义 Wang-Landau算法中的提议分布 Q(θt ,θ ′) ,我们在 θ ′ 中从相同概率向量中选择两个概率
所产生的所有 θt 的空间上使用均匀分布,将 1

r 添加到第一个，并从第二个中减去
1
r。

当我们尝试运行离散化算法的简单实现时，会出现两个问题（1）发现多个离散局部最小值属于连

续空间中的同一能量盆地（2）如果梯度在离散局部最小值处陡峭，则离散空间中局部最小值的能量可

能是连续空间中相应局部最小值的能量的差近似值。因此，我们采用混合离散连续方法。我们在离散中

运行主算法循环在每个样本 θt 被接受之后，我们（1）在用 θt 初始化的离散空间中进行最速下降，以找

到离散局部最小值 θ ∗t ;（2）在用 θ ∗t 初始化的连续空间中进行梯度下降，以找到更精确的局部最小 θt。

离散空间的使用限制了本地的数量最小值和梯度下降计算的数量以及随后使用的连续空间合并属于同

一连续能量盆地的离散局部最小值。为了改善能量边界估计，我们重复以下两个步骤直到收敛：在离散

网格上运行脊下降并将离散化精细化 2倍。

11.4.4 实验

我们通过简化从 Penn Treebank的WSJ语料库中学习的树库语法，构建了几个简单英语语法的依赖

语法。依赖语法中的每个节点代表一个词性标签，如名词，动词，形容词和副词。通过删除WSJ语料

库中出现频率最低的节点来完成简化。

我们首先根据样本句子长度探索了一个课程。我们使用 3 节点依赖语法并使用离散化因子 r = 10

对假设空间进行离散化。用 θe表示该语法。接下来我们采样 m = 200个句子 D = {x j| j = 1, . . . ,200}，来
自 θe。我们将 Di ⊂ D 定义为所有句子的集合 x j 包含 i 或更少的单词。设 w(x j) 为句子 x j 的字数，则

Di = {x j|w(x j) ≤ i}。集合 Di 嵌套 (Di ⊆ Di+1)和 ∪∞
i Di = D.在课程学习过程中，第 i阶段使用 Di 训练。

图 11.21 (a-g)显示了课程阶段 1到 7的能源景观地图。

接下来，我们根据语法中的节点数 n来探索课程。我们使用 5节点依赖语法及其简化为 n = 4,3,2,1

节点，离散因子 r = 10.我们采样 m = 200个句子 Di = {x j| j = 1, . . . ,200}来自每个语法 θi, i = 1, . . . ,5。

再次，课程学习的第 i阶段使用 Di训练。图 11.22 (a-d)显示了课程阶段 2到 5的能源景观地图。阶段 1

的 ELM被省略，因为它与图 11.21 (a)中的 ELM相同，因为景观的凸起。

对于这两个课程（基于句子长度和基于语法中节点的数量），我们观察到 ELM在课程的后期阶段

变得更加复杂; 后期的景观更平坦，更具局部极小。在图中所示的每个 ELM中，全局最小值突出显示

在红色和与上一课程阶段的全球最小值相近的最小局部最小值以蓝色突出显示。很明显，对于基于句子

长度（图 11.21 c-g）的课程的第 3-7阶段和基于节点数量的课程的阶段 3-5（图和 11.22 b-d），课程阶

段 i的全球最小值是接近阶段 i+1的全局最小值。这为课程学习的性能优势提供了解释：早期阶段（可

以更容易地学习）为后期阶段提供了良好的起始猜测，这允许后期阶段收敛到更好的局部最小值，这也
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导致总体上更少的计算时间。

最后，我们对训练数据运行了期望最大化学习算法，以确认课程学习的优势。在实验中使用第二课

程（基于节点数）。为了加快课程学习，我们为每次运行分配了 18,000秒的总运行时间，并为每个连续

阶段分配两倍于前一阶段的时间。选择课程设计的指数级增长时间是因为后期阶段的复杂性需要更多

时间来收敛。我们运行了 1,000次学习算法，找到了学习模型所属 ELM的能量盆。因此，我们在 ELM

的叶节点上获得了学习模型的直方图，如图 11.23 (b)所示。为了比较，图 11.23 (a)显示了在不使用课

程的情况下学习的模型的直方图。课程的使用导致更频繁地融合到全球最低点以及全球最低点附近的

能源盆地。

11.5 用景点 -扩散映射景观

11.5.1 宏观景观结构和亚稳态

ELM应用的一个主要障碍是在实践中遇到的非凸面景观中可以找到的天文数量的局部最小值。当

不可能完全枚举所有本地模式时，映射无法收敛，而过多的信息可能使映射无用。

高度非凸的景观可以具有简单且可识别的全局结构。一个众所周知的例子是与蛋白质折叠相关的

潜在能量表面的“漏斗”结构。漏斗形状适合于将未折叠或部分折叠的蛋白质引导至其天然状态。沿着

折叠路径可能发生弱稳定的中间状态，但是来自环境的随机扰动足以扰乱这些浅层最小值并允许折叠

过程继续进行。一旦蛋白质达到其天然状态，其构型稳定并且抵抗小扰动。宏观景观具有单一的全局盆

地，尽管沿漏斗“两侧”的弱稳定中间态的天文数。

在这种观察的启发下，人们可以为 ELM定义一个新的框架，该框架旨在识别非凸面景观中的宏观

结构，同时忽略嘈杂的局部结构。直觉上，人们可以将高维状态空间想象成一个巨大且大部分为空的宇

宙，非凸能量 E 作为引力势能，而 E 作为密集恒星的局部最小值。由低能垒（在系统能量方面具有相

似性质的状态）分隔的相关局部最小值组形成连通的低能量，即图像宇宙中的“星系”（见图 11.25）。

可以使用亚稳态的概念来定义非凸面景观中局部最小值的“星系”。不是将状态空间划分为每个局

部最小值的吸引盆，而是可以将图像空间划分为亚稳区域，使得 E 上的扩散过程在区域内的短时间尺

度上混合，而混合在长时间尺度上发生。区域之间。换句话说，从图像星系发起的局部MCMC样本 p

将在相同的星系中传播很长一段时间，因为随机波动足以克服星系内的小能量障碍，而更大的能量障碍

限制星系之间的运动。

形式上，星系是满足属性的不相交集 {Gi} ⊂Ω

supx 6∈∪iBi
E[τ(x,∪iBi)]

infx∈∪iBi E[τ(x,∪k 6=φ(x)Bk)]
= o(1) (11.13)

其中 τ(x,D)是一组 D 的命中时间，而 φ(x)给出了指数 i，其中 x ∈Gi.分子项要求星系是吸引子，所以

MCMC样本在星系将在短时间内访问其中一个星系。分母要求星系之间的混合时间很慢。至关重要的

是，击中时间 τ(x,D)的定义隐含地取决于所使用的MCMC采样器。当检测亚稳态时，实际上希望使用

混合不良而不是良好混合的采样器，因为这里提出的亚稳态的定义实际上依赖于MCMC样本在强模式

下捕获时表现出的高自相关性。
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11.5.2 吸引-扩散简介

吸引-扩散是一种表征高度非凸面景观中局部最小值的相对稳定性的方法。给定能量函数 E 和两个

局部最小值，将一个最小值指定为起始位置 X0，将另一个最小值指定为目标位置 X∗。使用改变的密度

从 X0 启动MCMC样本

pT,α,X∗(X) =
1

ZT,α,X∗
exp{−(E(X)/T +α||X−X∗||2)} (11.14)

其能量函数是原始能量 E 和惩罚当前状态与目标位置之间距离的“磁化”项的总和。T 给出系统的温

度，而 α 是“磁场”的强弱，与目标最小值的距离有所不同。起始位置和目标位置的作用是任意的，并
且可以在两个方向上扩散。X 的空间可以是连续的或离散的。

Mitchell K.
Hill

"通过调整 α 和 T 的值，可以调整改变的景观，使得扩散路径可以克服原始景观中

的小障碍物，同时保留在强大的盆地中。如果马尔可夫链在目标状态的近距离内，那么

起始状态属于与目标状态相同的能量盆，其能量分辨率由磁化强度隐式定义。如果链条

在链条的先前状态和目标状态之间的最小距离上不能改进 M 连续迭代，那么在起始位

置和目标位置之间必须存在比磁化力更强的能垒。图 11.27演示了具有两个全局盆地的

简单一维景观中 AD的基本原理。"

AD旨在加速亚稳星系内的混合，同时保留分离星系的长时间尺度。亚稳态是由国家是否在“慢”

或“快”时间尺度上混合来定义的，但所谓的“快速”星系内混合时间尺度对于有效模拟来说仍然太长。

两个马尔可夫链很可能不会在计算上可行的时间内在高维空间中相遇，即使它们在同一个星系中.AD中

的吸引项使动力学偏向于增加混合速度。通过正确的调整，这种加速仅发生在相同的星系，星系之间混

合的长时间尺度将保持不变。

AD也可以用于估计最小值之间的能量势垒，因为沿着成功的扩散路径的最大能量是最小势垒高度

的上限。可以通过将 α设置在扩散路径未能到达目标的阈值之上来改进该估计。通过使用局部MCMC方

法，如 Random-Walk Metropolis-Hastings，Component-Wise Metropolis Hastings，Gibbs采样或Hamiltonian

Monte Carlo，可以限制扩散路径中各点之间的最大欧几里德距离，并确保步长小足以使连续图像之间

的一维景观表现良好。AD链根据磁化景观中的测地距离移动，只要磁化强度不太强，就应该与原始景

观中的测地距离类似。

选择 L2-范数作为磁化罚分是由观察到 d
dX ||X ||2 = X/||X ||2，这意味着 AD磁化力在整个能量范围内

指向均匀强度 α 的目标最小值。这可以在 Langevin方程中看出

dX(t) =−
(

∇E(X(t))/T +α
X(t)−X∗

||X(t)−X∗||2

)
dt +
√

2dW (t) (11.15)

与磁化动力学相关联。L1 惩罚可能会产生类似的结果。惩罚 α||X−X∗||22 不具有期望的特性，因为磁化
强度将取决于点之间的距离，并且改变的幅度将在整个景观中变化。
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11.5.3 吸引 -扩散和 Ising模型

AD惩罚项与统计物理学中能量函数中的磁化项密切相关。考虑 N 态磁化 Ising能量函数

ET,H(σ) =− 1
T ∑

(i, j)∈N
σiσ j−H

N

∑
i=1

σi (11.16)

其中 σi =±1, N 是相邻节点的集合，T > 0给出温度,H 给出外部磁场的强度。这个能量函数有时通过

稍微不同的形式 ET,H(σ) = 1
T (−∑σiσ j−H ∑σi)参数化,但是相同的属性和图表都有两种方式。第一项

− 1
T ∑σiσ j 是标准 Ising模型的能量函数，−H ∑σi 代表均匀磁场，强度为 H ，在每个节点上。当 H > 0

时，该磁场具有正磁化，鼓励每个节点处于 +1状态。在这种情况下，ET,H 可以重写为

E∗T,H(σ) = ET,H(σ)+NH

= − 1
T ∑

(i, j)∈N
σiσ j +H

N

∑
i=1

(1−σi)

= − 1
T ∑

(i, j)∈N
σiσ j +H||σ −σ+||1

其中 σ+是所有节点的 σ+
i = 1的状态。由 E∗T,H 定义的概率分布与 ET,H 定义的分布相同，因为它们仅由

常数不同。类似地，当 H < 0且磁场为负时，能量函数可以重写为

E∗T,H(σ) =− 1
T ∑

(i, j)∈N
σiσ j + |H| ||σ −σ−||1

其中 σ−是所有 σ−i =−1的状态。这表明 H 在磁化的 Ising模型中的作用与 α 在 (11.14)中的作用相同,

应为 E∗T,H 是未磁化的 Ising能量和一个惩罚距离 σ+或 σ−项的总和,镜像全局最小值。引入磁化项会扰

乱标准 Ising能量函数的对称性，并导致 σ+或 σ−成为唯一的全局最小值，具体取决于 H 的符号。

系统相对于参数 (T,H)的行为可以用图 11.28中的简单相图表示。点是系统的临界温度，实线是一

阶相变边界。当系统的参数扫过一阶过渡边界时，当系统从主要为正状态翻转为主要为负状态时，状态

空间发生不连续变化，反之亦然。另一方面，将磁场 H扫过高于临界温度的 0导致平滑过渡，其中正

节点和负节点共存。

令 H > 0为弱磁场,并假设温度 T 低于临界温度 Tc。在这种情况下，可能发生称为亚稳态的现象。

如果系统是从随机配置初始化的（每个节点 +1或 −1，概率为 1/2），磁场的影响将导致系统崩溃到 σ+

，或附近的主要正区域国家空间，概率很高。然而，如果系统从 σ−初始化，并且如果 H 足够小，则系

统将表现出亚稳态，因为磁力 H 将无法克服 σ−中的键强度，这非常强低于临界温度。尽管能量景观的
全局最小值是 σ+，但系统将长时间保持稳定的，主要为负的状态，因为磁场力无法克服原始 Ising能源

景观中 σ+和 σ−之间的障碍。

11.5.4 吸引 -扩散 ELM算法

ELM方法有三个基本的探索步骤：
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1. 获取状态 X 作为最小值搜索的起点。

2. 从 X 开始查找当地最小 Y。

3. 确定 Y 是否与先前找到的最小盆地组合，或者 Y 是否开始新的最小盆地。

重复这些步骤，直到在一定次数的迭代中没有找到新的局部最小值。确定局部最小值后，估计最小值之

间的障碍。

步骤 2可以使用标准梯度下降方法完成，GWL算法提供了在步骤 1中提出 X 的原则方法。以前的

ELM方法缺乏可靠的方法来处理步骤 3.传统上，ELM研究试图列举所有吸引盆地能量景观（或 N 最

低能量最小值），无论多浅。如果Minima在离散空间中相同，或者它们在连续空间中非常接近，则它们

仅被组合在一起。除了最简单的情况之外，这种方法注定要失败，因为不同的局部最小值的数量随景观

复杂性和/或维度呈指数增长。另一方面，对于一些能量函数族，随着景观复杂性/维度的增加，宏观结

构可能保持不变。例如，无论邻域结构或节点数量如何，伊辛能源景观将始终具有两个全球盆地。

吸引 -扩散 ELM不是根据梯度流下的吸引盆地划分状态空间，而是根据在可逆 MCMC过程引起

的流动下亚稳态的不相交区域来划分状态空间。这产生了对景观的更简单的描述，因为亚稳区域将合

并仅由小障碍隔开的吸引盆地。如果 AD中使用的磁化 α 较弱，则改变的横向的亚稳区域应该大致对
应于原始景观的亚稳区域，并且 AD 试验的成功或失败可以用作给定亚稳区域的成员资格的指标。在

MCMC过程中映射亚稳定区域而不是梯度流下的吸引盆地对于 ELM在复杂景观中的成功至关重要。

MCMC采样器 S应该是局部的，在一个步骤之后的位移相对于具有高概率的景观特征是小的。具

有步长参数 ε 的 MCMC方法（例如具有高斯提议的 Metropolis-Hastings或 HMC/Langevin动力学）是

局部采样器，因为可以调整 ε 以限制位移。Gibbs采样也是本地的，因为每次更新只改变一个维度。需

要 S是本地的，以确保使用 S更新的马尔可夫链在低温下不能脱离本地模式。换句话说，在映射 Ising

模型的局部最小值时，必须使用 Gibbs采样而不是 Swendsen-Wang Cuts，因为 SWC方法可以轻松地从

局部模式中出来，从而破坏整个映射过程。通常，高自相关被认为是MCMC方法的不希望的特征，但

是在 AD中，马克托夫样本必须在没有磁化的情况下被捕获。通过引入磁场来扰乱这种基线行为，可以

找到景观特征。

在 ADELM算法中，每个盆地的全局最小值 Z j 被用作 AD试验的目标。这种选择的一个原因是直

觉，对于相同的强度 α，AD链应该更可能成功地从较高能量最小值行进到较低能量最小值，反之亦然。

虽然一般情况下并非如此，但在实践中，直觉在大多数情况下都适用，特别是对于非常深的最小值。更

细微的实施可以考虑来自同一流域的多个候选人作为扩散目标，而不仅仅是全局最小值。

正确调整 T 和 α 对于获得良好结果至关重要。温度 T 必须设置得足够低，以便将运动限制在当前

模式，但不能太低以至于链条变得完全冻结。磁化强度 α 必须足够强，以克服景观中嘈杂的浅层障碍，
同时保证大规模障碍。调整 T 和 α 的一种简单方法需要两个最小 X 和 Y，它们被认为是在单独的盆中。

通过扰动最小值，可以找到两个相对的 X ′和 Y ′，它们应分别与 X 和 Y 在同一盆地中。然后可以调整参

数 T 和 α，使得仅原始和扰动副本之间的扩散成功。选择 α 通常是最重要的调整决策。
理想情况下，在 ADELM算法的每个步骤中，仅扩散到一个盆地代表 Z j 应该是成功的。成功扩散

到大量先前发现的盆地是调整不良的标志 –特别是 T 或 α（或两者）的值太高，导致盆地之间的泄漏。
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另一方面，最小值之间的一些泄漏通常是不可避免的，因为通常存在位于较强的全局盆地之间的高原区

域。只要流域代表保持分离，这不是一个太大的问题。应定期检查全球流域代表 {Z j}，以确保它们在
当前参数设置下保持良好分离。如果 AD链成功地在两个 {Z j}之间移动，则这些最小值应合并为一个
组。这在绘图的早期阶段尤其重要，因为还没有找到好的流域代表。如果早期代表不是整个流域的有效

吸引状态，那么单个流域可以分成多个群。在巩固最小值时，较低能量最小值保留为组代表。

ADELM算法有两个计算瓶颈：步骤 2中的局部最小值搜索和步骤 3中的 AD分组。步骤 2的计算

成本对于任何 ELM方法都是不可避免的，并且步骤 3中的MCMC采样不是不合理的，只要它具有可比

较的运行时间。在我们的实验中，我们发现局部最小搜索和单个 AD试验的运行时间大致相同。ADELM

算法的第 3步涉及新的最小候选和几个已知候选之间的 AD试验，并且通过并行运行 AD试验可以大大

提高 ADELM的效率。

11.6 应用：使用吸引 -扩散来映射图像空间

11.6.1 图像星系的结构

本节研究了训练以模拟未知图像密度 f 的学习 Gibbs 密度 p（或等效地，能量 E = − log p）的结

构。在训练过程中，密度学习在 f 的样本周围形成模式，E 的局部最小值可以解释为训练数据的“记

忆”。图像密度的星系代表图像模式中的不同概念，并通过寻找星系在图像密度方面，我们可以将巨大

的高维图像空间减少到几个总结主要模式外观的群体。我们也对测量星系之间的能量障碍感兴趣，因为

它们编码了星系间的相似性。学习图像密度的结构对模式流形的存储进行编码，但此信息隐藏在 p中，

必须通过映射来恢复。

景观结构根据建模的图像模式而有所不同（见图 11.30）。特别是，图像比例应该对图像存储器的结

构具有强烈影响。在模式表示的核心范式之一，Julesz确定了两种主要的图像尺度：纹理和纹元。纹理

是高熵模式，被定义为在附近像素之间共享相同统计数据的图像组。另一方面，纹元是低熵模式，可以

理解为原子建筑元素或局部的，显著的特征，如条形，斑点或角落。

如图 11.29所示，文本尺度图像具有易于识别的显式结构，并且该结构允许人类将文本图像可靠地

分类为连贯的组。纹理尺度图像具有隐式结构，并且通常难以或不可能在相同纹理的图像中找到组，因

为在纹理集合内不能识别区别特征。随着图像比例增加，可识别图像组的数量趋于增加，直到达到可感

知性阈值，其中文本尺度图像转变为纹理尺度图像，并且人类开始失去识别区别特征的能力。超出可感

知性的阈值，纹理图像不能被分开或可靠地分组。图像比例的变化导致图像的统计特性发生变化，我们

将这种现象称为信息缩放。

信息缩放反映在图像景观的结构中，并且图案图像之间差异的可感知性与局部最小图像的稳定

性/深度之间存在联系。当景观模拟文本尺度图像时，可以很容易地区分图像中的组，人们期望在景

观中找到许多单独的，稳定的盆地，这些盆地编码各组的单独外观。另一方面，对纹理尺度图像进行建

模的景观应该表现出与人类感知类似的行为，并形成单个宏观的吸引盆地，其中许多浅的局部最小值用

于编码纹理。通过在多个尺度上映射来自相同图案的图像，可以表明在尺度之间发生的可感知性的转

变导致图像存储器的横向结构的转变（参见图 11.30和图 11.34）。
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11.6.2 实验

整个部分的目标能量函数是

EW1,W2(Z) = E(g(Z|W2)|W1) (11.17)

其中 E(·|W1)和 g(·|W2)是根据 Co-Op网络算法 [30]学习的。ADELM的步骤 1中的提议可以通过从发

电机网络的潜在分布中取样来获得. (11.17) 的公式提供了一种使用 ADELM 有效地映射在实际大小的

图像上定义的 DeepFRAME函数的方法。

潜在空间中的数字 0-9 ELM

我们应用 ADELM 来映射 Co-Op Networks 的能量 (11.17)，模拟 MNIST 的所有数字。我们使用

MNIST测试集的前半部分作为我们的训练数据（每个数字约 500个例子）。这次，我们将图像大小增加

到 64×64像素。由于我们只会在具有低维度的潜在空间中进行采样，因此我们可以在训练期间使用逼

真大小的图像。

描述符网络有三层：两个卷积层，大小为 5×5的 200个滤波器和 100个滤波器，以及一个完全连接

的 10个滤波器层。每层后面都有一个 ReLu激活功能。潜在的发电机分布是 8维法线 N(0, I8)。发电机

网络具有三层尺寸 4×4, 7×7,和 7×7，分别具有 200,100和 10个滤波器。ReLu用作前两层的激活，tanh

用作最后一层的激活。在每个发生器层之后使用上采样因子 4。AD参数为 T = 1200和 α = 230.使用

的其他 ADELM参数与斑点/条纹潜在空间 ELM中的相同。对于映射，使用了 500次老化迭代和 5000

次测试迭代，结果如图 11.31所示。

图 11.31中的 ELM具有许多强大，分离良好的能量盆。仔细观察 DG表明，所有 10个数字都至少

由一个强大的极小盆地代表。盆地成员和 DG的全局结构都与人类视觉直觉紧密相关。

潜在空间中的 Ivy Texton ELM

我们现在映射一个 Co-Op网络，该网络是通过常春藤纹理训练的。在近距离范围内，常春藤补丁

具有独特且可识别的结构，并且映射的目标是识别在常春藤纹理中重现的主要模式。图 11.32显示整个

常春藤纹理图像以及从四个不同比例拍摄的纹理中的图像块。本实验中的网络经过训练，可以从 Scale

2中对 1000个图像块进行建模。

图 11.33中用于常春藤纹理映射的 DG表明景观由 3个或 4个全局盆地控制。盆地内的图像非常一

致，盆地之间的障碍代表了极小图像之间的视觉相似性。与数字映射不同，最小值分组没有基本事实，

因此探索不同能量分辨率的景观以识别不同视觉相似度的图像分组是有用的。ADELM的一个主要优点

是能够简单地通过改变 AD试验期间使用的磁化强度 α 来执行不同能量分辨率的映射。图 11.33在不

同的能量分辨率下呈现两个相同景观的映射。相同的景观特征出现在两个映射中，具有或多或少的子

结构取决于磁化强度。
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潜在空间中的多尺度常春藤 ELM

我们继续研究上一节中的常春藤纹理图像，方法是绘制一个 Co-Op网络，该网络是从图 11.32所示

的四个比例尺中的每一个进行训练的。在这个实验中，我们想要研究不同尺度之间记忆形成的差异。特

别是，我们有兴趣确定景观中局部极小值的亚稳态与感知之间的关系。最小的视觉差异的能力。我们期

望在极端尺度上找到更少的结构。尺度 1的图像块大多是纯色图像，几乎没有变化，应该在景观中形成

一些强大的盆地。来自 Scale 4的图像块没有明显的特征，并且不能被人类分开，所以我们期望这些图

像将形成没有太多子结构的宽盆。对于中间尺度，我们期望找到更丰富的稳定局部最小值，因为中间尺

度包含比尺度 1更多的变化，但是与尺度 4图像相比，仍然可以在视觉上区分变化。

景观的结构确实在图像尺度之间不同。正如预期的那样，Scale 1 的记忆形成了一些强大的盆地。

Scale 2占据了景观中的大部分盆地，因为该尺度包含多种可感知的图像外观。Scale 2盆地与 DG可视

化中的 Scale 1盆地合并，表明景观的这些区域之间存在可访问的低能量连接。来自 Scale 3和 Scale 4

的图像各自形成能量景观的单独区域，具有很少的子结构。该映射表明常春藤纹理图像的感知阈值（至

少在 Co-Op网络学习的记忆方面）位于 Scale 2和 Scale 3之间。在可感知阈值之上，网络不能可靠地

区分图像之间的变化，并且景观形成单一区域，没有明显的子结构。人类很难区分 Scale 3中的图像组，

因此网络的可感知阈值看起来与人类相似。

潜在空间中的猫脸 ELM

对于我们的最终实验，我们绘制了一个 Co-Op网络，该网络通过互联网收集的猫脸图像进行训练。

我们的映射结果如图 11.35所示。DG有一个分支，能量障碍很浅。局部最小值的主要特征是猫脸的几何

形状和颜色，但是这些在插值期间可以平滑地变形而不会遇到不可能的图像，与诸如数字的图像相反，

图像必须沿着插值路径进入不可能的几何配置。出于这个原因，整个猫的景观中的能量障碍非常低。尽

管如此，ADELM发现的全球盆地一致地识别出猫脸的主要群体。即使大多数流域成员的能量高于流域

合并的障碍，AD也能有效地识别景观结构。
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(a) sentence length = 1 (b) sentence length ≤ 2

(c) sentence length ≤ 3 (d) sentence length ≤ 4

(e) sentence length ≤ 5 (f) sentence length ≤ 6

(g) sentence length ≤ 7

图 11.21: 基于训练样本句子长度的课程。
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(a) 2 nodes (b) 3 nodes

(c) 4 nodes (d) 5 nodes

图 11.22: 基于节点数的课程

(a) no curriculum

(b) exponentially decreasing curriculum

图 11.23: 学习语法的分布（a）没有学习课程（b）与时间有限的课程。蓝条直方图表示属于每个能量盆
地的学习语法的数量，红色箭头表示地面真实解的能量盆地。
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图 11.24: 蛋白质折叠的势能图。通过景观的漏斗结构将未折叠的蛋白质引导至其天然状态。景观有大
量的局部最小值，但它们很浅。景观的宏观结构只有一个全局盆地。

图 11.25: 左图: 局部极小“星系”的简化图。圆是具有高密度的低维歧管。在星系之间是高能量，“空”
区域（实际上，与星系大小相比，空的空间是巨大的）。右图: 图像星系中亚稳行为图。吸引扩散算法用
于检测这种行为。
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图 11.26: 用 AD检测亚稳行为的可视化。AD惩罚指向整个景观中具有恒定强度 α 的目标。从与目标相
同的图像星系初始化的 MCMC样本将快速传播到目标。从不同星系发起的 MCMC样本可以在短时间
内接近目标，但最终会被分隔星系的强大障碍所困。
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图 11.27: 工具 1D景观的磁化，目标位置 X = 5.1（左）和 X = 10（右）。原始景观有两个平坦而嘈杂
的盆地。两个目标位置都属于同一个盆地，即使它们在欧几里德空间中很远。磁化景观具有易于识别的
最小值，并保留分隔两个盆地的大屏障。由于从 X = 10开始的左手景观中的扩散将达到 X = 5.1，反
之亦然，在右手景观中，这些点属于同一盆地。从屏障左侧开始的低温扩散将无法到达目标位置景观。
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图 11.28: 左图: 磁化 Ising模型的相图。低于临界温度，将磁场 H 从正向扫描到负向（或反之亦然），导
致 σ+和 σ−的盆地之间发生跳跃。但是，如果磁化力较弱，则相对盆地中的状态可以长时间保持稳定。
右图: 对于固定的 T ∗ < Tc，磁化 M = ∑i σi 作为 H 的函数。亚稳间隔是沿左图中垂直线 T = T ∗ 的虚线
之间的区域。
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图 11.29: 常春藤叶子在不同的尺度。随着图像比例从左向右增加，可以识别出越来越多种类型的图像
组，直到达到可感知性的阈值，之后变得难以区分图像。第四个尺度接近人类的感知阈值，而第五个尺
度超出人类可感知性。当超越阈值时，会发生从显式，稀疏结构到隐式密集结构的制度转变。能源领域
也发生了类似的转变 (见图 11.34).
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input : Target energy E, local MCMC sampler S, temperature T > 0, magnetization force α > 0,
distance resolution δ > 0, improvement limit M, number of iterations N

output: States {X1, . . . , XN} with local minima {Y1, . . . , YN}, minima group labels {l1, . . . , lN}, and
group global minima {Z1, . . . , ZL}, where L = max{ln}

for n = 1 : N do
1. Get proposal state Xn for minima search. (Random initialization, or a GWL MCMC proposal)
2. Start a local minimum search from Xn and find a local minimum Yn.
3. if n = 1 then

Set Z1 = Y1 and l1 = 1.
end
else

Determine if Yn can be grouped with a known group using AD. Let Ln = max{l1, . . . , ln−1}, and
let minimum group membership set Gn = /0.

for j = 1 : Ln do
a) Set C = Yn, X∗ = Z j, d1 = ||C−X∗||2, d∗ = d1, and m = 0.
while (d1 > δ ) & (m < M) do

Update C with a single step of sampler S using the density

P(X) =
1
Z

exp{−(E(X)/T +α||X−X∗||2)}

and find the new distance to the target minimum: d1← ||C−X∗||2.
If d1 ≥ d∗ then m← m+1, else m← 0 and d∗← d1.

end

b) Set C = Z j, X∗ = Yn, d2 = ||C−X∗||2, d∗ = d1, and m = 0, and repeat the loop in Step a).
c) If d1 ≤ δ or d2 ≤ δ , then add j to the set Gn, and let B j be the barrier along the

successful path. If both paths are successful, let B j be the smaller of the two barriers.
end
if Gn is empty then

Yn starts a new minima group. Set ln = max{l1, . . . , ln−1}+1, and Zln = Yn.
end
else

Yn belongs to a previous minima group. Set ln = argmin jB j.
if E(Yn)< E(Zln) then

Update the group global minimum: Zln ← Yn.
end

end
end

end
Algorithm 1: Attraction-Diffusion ELM (ADELM)
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图 11.30: 纹理（隐式流形）和纹理（显式流形）的图像星系图。纹理适用于没有内部结构的宽大和阴影
区域，而纹理形成具有稳定子结构的星系，以编码不同典型的纹理外观。
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图 11.31: 潜伏空间中数字 0-9 ELM的 DG。描述符网络超过 64×64个图像，但生成器潜在空间只有 8
个维度，允许有效的映射。值得注意的是，所有 10个数字在 DG中至少有一个分离良好的分支。代表
相同数字的最小值通常以低能量水平合并。
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图 11.32: 常春藤纹理图像和四个尺度的图像补丁
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图 11.33: 常春藤纹理的 DG，用于两种不同的磁化强度 α。这两个映射都显示出这些盆地中有 3个强大
的全球盆地和子结构，这些盆地在不同的磁化条件下是稳定的。对于纹理图像块没有地面真实分组，因
此以多种分辨率映射图像结构以识别不同视觉相似度下的“概念”是有用的。盆地代表下方的颜色表示
出现在两个映射中的区域。
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图 11.34: 四种不同尺度的常春藤图像斑块的景观。标尺 1和标尺 2的图像是纹理，而标尺 3和标尺 4
的图像是纹理。纹理尺度图像占景观中的大部分盆地。标尺 2比标尺 1更多的盆地被识别，因为标尺 2
具有更丰富多样的不同外观，而标尺 1最小值具有更低的能量，因为来自该标尺的外观更可靠。纹理尺
度图像形成具有很少子结构的独立盆地。每个尺度的盆地成员如图 ??。参见章节 ??完整的解释。
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图 11.35: 猫脸在潜伏空间中的 DG。景观有一个单一的全球盆地，可能是因为很容易找到猫脸之间关于
几何和颜色约束的插值，不像数字之间的插值，它必须沿着路径通过高能几何配置。尽管缺乏整体景观
结构，但 AD能够找到显示各种猫脸的有意义的图像盆。
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